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INTRODUCERE

In aceastd lucrare ne propunem sa prezentam studiul local al supra-
fetelor Kahler slab autoduale, 7.e. al caror tensor Weyl antiautodual
este armonic. Clasificarea acestor suprafete a fost realizata de V. Apos-
tolov, D. Calderbank si P. Gauduchon in articolul [ACGO03], in care este
data descrierea locala explicita a acestor metrici.

Suprafetele Kéahler slab autoduale pot fi privite ca o generalizare a
suprafetelor Kahler autoduale, care au fost discutate in lucrari recente.
Ele apar ca un caz particular (pentru n = 4) al studiului realizat de R.
Bryant in articolul [Br00] asupra varietatilor Kéhler Bochner-plate in
orice dimensiune n, precum si in lucrarea [AG02] scrisa de V. Apostolov
si P. Gauduchon, unde este stabilita o echivalenta intre suprafetele
Kahler autoduale si metricile Einstein hermitiene autoduale si este data
o descriere locala explicita a acestora din urma.

In articolele citate mai sus s-a demonstrat ci o suprafata Kéahler
autoduala este biextremala, iar acest fapt a fost extins pentru cadrul
mai larg al suprafetelor Kéhler slab autoduale in [ACGO03|, pornind
de la identitatea Matsumoto-Tanno (3.4) pentru astfel de suprafete.
Pe de alta parte, spre deosebire de metricile Kahler autoduale, unde
exemplele compacte sunt toate local simetrice, tot in [ACGO03] s-a ob-
servat ca in familia de metrici Kahler extremale a lui Calabi, pe prima
suprafata Hirzebruch Fj exista o unica metrica slab autoduala pana la
omotetie.

Rezultatul principal al clasificarii suprafetelor Kahler slab autoduale
este urmatorul:

Teorema 0.1. ([ACGO03]) Fie (M, g, J,w) o suprafata Kdihler slab auto-
duala. Atunci (g,J) este o metrica Kdhler biextremald, in sensul ca
atat curbura scalara cat si pfaffianul formei Ricci normalizate sunt
aplicatic. moment care comuta Poisson pentru campurile Killing Ky si
respectiv Ko. Mai mult, pe fiecare componenta conexa a lui M este
adevarata una dintre urmatoarele afirmatii:

(i) Ky si Ky sunt liniar independente pe o multime deschisa densa.
Atunci (g, J,w) are forma locala explicita data de (6.30)-(6.35), de-
pinzand de un polinom arbitrar de grad 4 $i de o constanta arbitrara
care este zero daca $1 numai daca g este autoduala, cf. Teorema 6.2.

(ii) K71 nu se anuleaza pe o multime deschisa densa, dar Ki N\ Ko
este identic nul. Atunci (g,J,w) este local de coomogenitate 1 si este
data explicit de constructia Calabi, cf. Teorema 6.4.

(iii) K si Ky se anuleaza peste tot. Atunci g are curbura Ricci para-
lela, deci este fie Kdahler-FEinstein, fie produs de doua suprafete Riemann
de curburi constante.
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Daca suprafata (M, g, J,w) este compacta si conexd, atunci apartine
cazului (i) sau (iii), iar in cazul (ii) (M, g, J,w) este izomorfa cu prima
suprafata Hirzebruch Fy, dotatda cu metrica extremala Calabi slab auto-

duala, cf. Teorema 5 din [ACGO03].

Un aspect important al abordarii suprafetelor Kahler slab autoduale
este studiul lor intr-un cadru mai larg. Identitatea Matsumoto-Tanno
pentru suprafete slab autoduale este echivalenta cu faptul ca partea
primitiva a formei Ricci, pg, satisface o ecuatie diferentiala liniara. Pe
multimea deschisa unde py nu se anuleaza, ecuatia inseamna ca p, de-
fineste o structurs hermitiana ((|po| /v/2)%g,1) conforms Kihler cu
metrica data g si care induce orientarea opusa lui J. Multe din pro-
prietatile suprafetelor Kahler slab autoduale sunt consecinte ale fap-
tului ca p este o 2-forma inchisa J -invarianta, a carei parte primitiva
satisface aceasta ecuatie. In particular, in Teorema 4.1, se arata ca
doi dintre invariantii algebrici (urma si pfaffianul) ai oricarei astfel de
2-forme ¢ sunt aplicatii moment pentru campuri Killing hamiltoniene.
De aceea se studiaza in general teoria suprafetelor Kahler cu astfel de 2-
forme, numite hamiltoniene, care le includ ca un caz particular pe cele
slab autoduale. Mentionam ca o parte din aceste rezultate au fost gene-
ralizate in [ACGO3] in cazul varietatilor aproape Kéahler 4-dimensionale
(M, g, J,w), care au tensorul Ricci J-invariant, obtinandu-se noi con-
traexemple necompacte de varietati strict aproape Kéahler (care sunt
autoduale Ricci plate) la conjectura inca deschisa a lui Goldberg?, care
afirma ca o metrica Einstein aproape Kahler pe o varietate compacta
trebuie sa fie Kahler.

In ceea ce priveste organizarea lucrarii, intr-o prima sectiune in-
troductiva am considerat importanta prezentarea pe scurt a pagilor
urmati in realizarea clasificarii suprafetelor Kahler slab autoduale, ceea
ce poate da o privire de ansamblu asupra acesteia. A doua sectiune
cuprinde notatiile si conventiile folosite, precum si cateva rezultate de
baza care sunt necesare in demonstratii.

Sectiunile urmatoare cuprind prezentarea propriu-zisa a clasificarii.
Intr-o prima parte dam definitia suprafetelor Kahler slab autoduale
si prin conditii echivalente ajungem in mod natural la considerarea
notiunii de 2-forma hamiltoniana. Astfel, in sectiunea urmatoare stu-
diem proprietatile suprafetelor care admit o 2-forma hamiltoniana.
Dupa aceea, valorificam aceste rezultate generale in cazul particular
al suprafetelor Kahler slab autoduale, despre care aratam ca sunt biex-
tremale si ajungem la o prima clasificare a acestor suprafete, data de
Teorema 5.1.

IConjectura lui Goldberg a fost confirmati in cazul curburii scalare pozitive de
K. Sekigawa in articolul On some compact Einstein almost Kdhler manifolds, J.
Math. Soc. Japan, 39 (1987), 677-684.



In sectiunea 6 prezentam descrierea locala explicita a suprafetelor
Kahler slab autoduale. Primul caz este cel in care campurile vectori-
ale Killing hamiltoniene, a caror existenta este asigurata de structura
biextremala, sunt liniar independente, ceea ce inseamna ca structura
Kéhler (g, J,w) este torica. Teorema 6.1 caracterizeaza clasa struc-
turilor Kéahler torice care apar in acest fel din 2-forme hamiltoniene. In
timp ce suprafetele Kéhler torice depind, in general, de o functie arbi-
trara de doua variabile ([Ab98],[Gui94]), suprafetele torice provenind
din 2-forme hamiltoniene, numite ,ortotorice” ([ACGO03]), au o forma
explicita data de Propozitia 6.2, depinzand de doua functii arbitrare,
de o variabila. Acest fapt are marele avantaj ca ecuatiile diferentiale
provenind din conditiile impuse curburii sunt ecuatii ordinare. In par-
ticular, obtinem explicit toate structurile Kéahler torice extremale care
provin din 2-forme hamiltoniene, incluzand exemple noi de metrici
Kahler care sunt conforme Einstein, dar nu sunt nici autoduale, nici
antiautoduale, precum si metrici Kahler-Einstein explicite. Metricile
Kéhler slab autoduale din aceasta familie sunt clasificate in Teorema
6.2. Al doilea caz, in care campurile vectoriale Killing hamiltoniene
sunt liniar dependente, dar nu ambele zero, este legat de constructia
lui Calabi de metrici Kahler pe fibrati in drepte peste suprafete rie-
manniene ([Cal82]). In Teorema 6.4 se obtine clasificarea metricilor
extremale Calabi slab autoduale: o familie cu patru parametri, dintre
care una este global definita pe prima suprafata Hirzebruch, Fj.

In cele dous anexe ale lucririi prezentam descompunerea tensorului
de curbura si metricile Kéhler extremale introduse de Calabi in [Cal82],
pentru a justifica definitia data in sectiunea 5.
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1. O PRIVIRE DE ANSAMBLU ASUPRA CLASIFICARII SUPRAFETELOR
KAHLER SLAB AUTODUALE

In aceastd prima sectiune prezentam pe scurt pasii importanti ai
clasificarii suprafetelor Kahler slab autoduale cu scopul de a da o per-
spectiva de ansamblu asupra continutului lucrarii.

O suprafata Kahler este slab autoduala daca tensorul sau Weyl anti-
autodual este armonic (c¢f. Definitia 3.2).

Posibile incadrari ale suprafetelor Kéahler slab autoduale in studiul
general al suprafetelor Kéahler sunt urmatoarele:

1) Suprafetele Kéhler slab autoduale sunt o generalizare atat a su-
prafetelor Kahler autoduale (caracterizate de faptul ca tensorul Weyl
antiautodual este nul) cat si a suprafetelor Kihler-Einstein?. Pe de
alta parte, va rezulta ca suprafetele Kéahler slab autoduale sunt incluse
intr-o clasa mai mare si anume aceea a suprafetelor Kahler care admit o
2-form# hamiltonians.? Aceste legaturi intre suprafete sunt prezentate
mai sugestiv in diagrama urmatoare:

f Suprafete Kéhler\

/ Suprafete Kahler care ade

o 2-forma hamiltoniana

/ Suprafete Kéihleh

slab autoduale

Suprafete Kahler

Suprafete
P g autoduale

Kahler-Einstein

-~ e,

N /

2Faptul ca orice suprafata Kéahler-Einstein este slab autoduala este o consecinta
directa a Corolarului 3.1, deoarece din conditia Einstein rezulta ca forma Ricci
este paraleld si curbura scalara este constanta, deci, este satisficuta ecuatia
Matsumoto-Tanno (3.4). Deoarece pe o suprafatd Kahler conditia Einstein este
prea ,restrictiva”, in sensul ca exista putine suprafete Kahler care sunt Einstein,
este important sa consideram generalizari ale acestor suprafete si o astfel de gene-
ralizare este data de suprafetele Kahler slab autoduale.

39-formele hamiltoniene sunt introduse in sectiunea 4 (¢f. Definitia 4.2). Con-
form Propozitiei 4.2 o suprafatd Kahler este slab autoduald daca si numai daca
partea fara urméa a formei Ricci este 2-forma twistor, sau, echivalent, forma Ricci
este 2-forma hamiltoniana.



2) Suprafetele Kéhler slab autoduale sunt un caz particular al su-
prafetelor Kéhler biextremale (caracterizate de faptul ca atat curbura
scalara cat gi pfaffianul formei Ricci normalizate sunt potentiale de
olomorfie, c¢f. Definitia 5.1), care, la randul lor, sunt un caz particular
al suprafetelor Kihler extremale! (cele a ciror curbura scalara este
potential de olomorfie). Aceste incluziuni sunt prezentate in diagrama
urmétoare®:

/ Suprafete Kahler extremaD

/ Suprafete Kahler biextremale\

/Suprafe‘ge Kahler slab autoduale\

Suprafete Kahler

Suprafete
cu scal = const.

Kahler-Einstein

Y,
\ - )

In continuare prezentam pasii principali ai clasificarii suprafetelor
Kahler slab autoduale, care sunt parcursi in detaliu in sectiunile urma-
toare®.

I. Stabilirea de caracterizari echivalente ale suprafetelor Kahler slab
autoduale, cu scopul de a gasi o caracterizare ce poate fi mai usor
utilizata pentru clasificarea acestor suprafete.

Prin definitie, o suprafata Kahler este slab autoduala daca si numai

daca tensorul Weyl antiautodual este armonic:

W™ =0.

Aceastd conditie este echivalenta cu fiecare dintre urméatoarele’:

4Acest fapt impreuni cu forma locald pe care o giisim pentru suprafetele Kéhler
slab autoduale ne permite sa dam exemple explicite de metrici extremale care nu
au curbura scalara constanti (cf. Observatia 6.5).

5In aceastd diagrama suprafetele care sunt la intersectia dintre cele de curbura
scalara constanta si cele slab autoduale au proprietatea ca tensorul lor Ricci este
paralel (aceasta rezulta din ecuatia Matsumoto-Tanno (3.4)).

6Vom folosi in cele ce urmeazi notiuni si notatii care vor fi definite si explicate
in cadrul sectiunilor in care sunt introduse.

"Aceste echivalente sunt demonstrate in Sectiunile 3 i 4.



e Tensorul Cotton-York este autodual: C'~ = 0;
e Partea fara urma a formei Ricci, py, satisface ecuatia Matsumoto-
Tanno:

1 1
Vxpo = —EdS(X)w+§(ds/\JX—st/\X);

e p, este 2-forma twistor;

e Pe multimea My := {x € M | po(x) # 0} structura hermitiana
(A72g, 1) este Kéhler, unde py = \wr;

e p este 2-forma hamiltoniana.

II. Studiul proprietatilor unei suprafete Kahler care admite o 2-forma
hamiltoniana.

Fie ¢ o 2-forma hamiltoniana, adica ¢ este J-invarianta, inchisa si
©o este 2-forma twistor (c¢f. Definitia 4.2), careia ii asociem 2-forma
normalizata ¢:

43 5= Liopt -

= —ow ~ P =— —ow

¥ = %o 5 ' 2900 174

care are urma tr(¢) = o si pfaffianul 7 = pf(p) = %2 — A2, unde

= %. Au loc urmatoarele proprietati importante:

(a) Urma o si pfaffianul 7 sunt potentiale de olomorfie care comuta
Poisson (cf. Teorema 4.1).
Rezulta astfel existenta a doua campuri Killing hamiltoniene:

K, =Jgrado, K= Jgradm,

care comuta: [K7, Ks] = 0 si sunt ortogonale fata de forma Kéhler w:
w(Ky, Ky) = 0. In general, aceste campuri Killing nu sunt neaparat
nenule sau independente. Deoarece K 11 Vgl K 21 ¥ sunt campuri olomorfe,
identificam pe fiecare componenta conexa a varietatii urmatoarele 3
posibilitati (Cf. Corolarul 4.1):

(1) Ky A K5 este nenula pe o multime deschisa densa;

(2) Ki A K5 se anuleaza identic, dar K; este nenul pe o multime

deschisa densa;
(3) K; si K, se anuleaza identic.

In al treilea caz, 2-forma hamiltoniana ¢ nu contine, in general,
multd informatie despre geometria varietatii (ar putea fi un multiplu
constant al formei Kéhler), iar in primele doua cazuri vom obtine o
clasificare explicita la pasul IV, respectiv VI.

(b) Notand o = £+n si m = £n, atunci pe fiecare componenta conexa
a varietatii pe care ¢y nu se anuleaza identic, d¢ si dn sunt ortogonale
(cf. Teorema 4.2).
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II1. Particularizarea rezultatelor obtinute la pasul II pentru suprafe-
tele Kéhler slab autoduale, pentru care forma Ricci este 2-forma hamil-
toniana:

3 o1 1
P—Po+58w ~ P—§P0+ZSW7
unde s este curbura scalara normalizata: s = %“l.

Din proprietatea (a) rezulta ca s = tr(p) si p := pf(p) sunt potentiale
de olomorfie, adica suprafata Kahler slab autoduala este biextremala
(cf. Definitia 5.1).

Pe baza proprietatilor deja obtinute pentru suprafetele Kahler slab
autoduale, se poate da o prima clasificare a acestora (c¢f. Teorema 5.1):

Pe fiecare componenta conexa a suprafetei Kéahler slab autoduale
(M, g, J,w) are loc una dintre urmatoarele situatii:

(1) po =0: (g,J) este Kéhler -Einstein;

(2) po # 0, s = const.: (g,J) este local produsul Kéhler a doua
suprafete Riemann de curburi constante;

(3) s # const. si g este autoduala (W~ = 0);

(4) W~ si po nu se anuleazd nicdieri: metrica Kahler (g = A"2g, I)
data de Propozitia 4.1 este extremala si global definita pe M.

IV. Clasificarea locala a suprafetelor Kahler care admit o 2-forma
hamiltoniana in cazul in care campurile Killing asociate, K7 gi K5, sunt
liniar independente.

e Descrierea locala explicita a unei suprafete Kahler ortotorice®

(M, g, J,w) (cf. Propozitia 6.2), data de formulele (6.1)-(6.4),
care depind de doua functii arbitrare de o variabila (F si G):

g=(-n) (ﬁf@ - c(j?m)

+ ﬁ (F(&)(dt +ndz)* — G(n)(dt + £dz)?) |
_F© __SdE _ ndn
Jd¢ = 5_n(al7f+17alz), Jdt o) G
_ G _ 4 A
Jdn = T]—§<dt+£dz)’ Jdz Fle) + G’

w=d¢ A (dt +ndz) + dn A (dt + £dz).
e Stabilirea urmatoarei echivalente pentru suprafetele Kéhler (cf.
Teorema 6.1):
(M, g, J,w) este ortotorica <= admite o 2-forma hamiltoniana
ale carei campuri Killing
asociate sunt independente,

80 suprafatd Kéhler este ortotorica dacd admite 2 campuri Killing hamiltoniene
ale cdror aplicatii moment &7 si € +n comutd Poisson si d§ L dn (¢f. Definitia 6.2).
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de unde rezulta ca acestea din urma sunt descrise local tot de
formulele (6.1)-(6.4).

V. Folosind rezultatele de la pasul IV se obtine clasificarea locala a
suprafetelor Kéhler slab autoduale in cazul in care curbura scalara, s,
si pfaffianul formei Ricci normalizate, p, sunt independente.

Calculam curbura scalara a unei suprafete Kéahler ortotorice utilizand
forma locala explicita a acestora obtinuta la pasul anterior si cu ajutorul
formulei obtinute pentru s stabilim urmatoarele echivalente® pentru o
suprafata Kahler ortotorica M:

o M este extremala <= F' i G sunt de forma:
F(z) = kz* + 12° + Az® + Byx + O},
G(z) = ka* + 123 + Az? + Box + Cy.

e M e slab autoduala < M e biextremala < F si G ca mai sus
§1 Bl = B27

obtinand in acest fel descrierea locala a unei suprafete Kahler slab au-
toduale, pentru care s si p sunt liniar independente.

VI. Clasificarea locala a suprafetelor Kahler care admit o 2-forma
hamiltoniana, in cazul in care campurile Killing asociate, K; si Ks,
sunt liniar dependente si K; nu este identic nul.

e Descrierea locala explicita a unei suprafete Kahler de tip
Calabi'® (¢f. Propozitia 6.6), datd de formulele (6.40)-(6.41),
care depind de o metrica arbitrara gy, pe o suprafata Riemann,
de o functie strict pozitiva arbitrara w si de doua constante
reale a, b:

g = (az —b)gs +w(z)dz* +w(z) " (dt + a)?,

w=(az — b)wsy +dz A (dt + ).

e Stabilirea urmatoarei echivalente pentru suprafetele Kéhler (cf.
Teorema 6.3):
O suprafata Kahler este de tip Calabi daca si numai daca:
(i) este local produsul Kéhler a doua suprafete Riemann, din-
tre care una admite un camp vectorial Killing (pentru a =
0); sau

9Pastriim notatiile de la pasul IV, astfel incat F si G sunt functiile de o variabild
care descriu local structura Kéahler. Prima echivalenta este stabilita in Propozitia
6.4, iar cea de-a doua in Propozitia 6.5.

100 suprafats Kéhler (M, g, J,w) este de tip Calabi daci admite un camp Killing
hamiltonian K care nu se anuleaza nicaieri, astfel incat perechea aproape hermitiana
(g9,1), unde I = J pe (K,JK) si I = —J pe (K, JK)*, este conforma Kahler (cf.
Definitia 6.2).
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(ii) admite o 2-forma hamiltoniana ale carei campuri Killing
asociate sunt dependente, dar nu ambele nule (pentru a =
1§ib=0).

Rezulta astfel, ca o suprafata Kéahler care admite o 2-forma
hamiltoniana ale carei campuri Killing asociate sunt depen-
dente, dar nu ambele identic nule, este descrisa local tot de
formulele (6.40)-(6.41), unde a =11 b= 0.

VII. Folosind rezultatele obtinute la pasul IV se obtine clasificarea
locala a suprafetelor Kahler slab autoduale in cazul in care s si p sunt
dependente si s nu este constanta.

Calculam curbura scalara a unei suprafete Kéahler de tip Calabi, care
nu este local produs Kahler de suprafete Riemann, utilizand forma
locala explicita a acestora obtinuta la pasul anterior si cu ajutorul
formulei obtinute pentru s stabilim urmatoarele echivalente!! pentru o
suprafata Kéhler de tip Calabi (M, g, J,w), al carei camp Killing este
K i care nu este local produs Kéhler de suprafete Riemann:

e s e aplicatie moment < gy are curbura scalara constanta k
pentru un multiplu si V este de forma:
al campului K Vi(z) = A1zt + Aoz + k2?2 + Azz + Ay

e M e slab autoduala < M e biextremala < gy si V' ca mai sus

§l A3 = 0,
obtinand in acest fel descrierea locala a unei suprafete Kahler slab auto-
duale, pentru care s si p sunt liniar dependente si s nu este constanta.

Astfel se obtine clasificarea suprafetelor Kahler slab autoduale in
cele 3 cazuri identificate pentru campurile Killing asociate 2-formei
hamiltoniene p:

(1) Ki, K5 liniar independente (pasul V);

(2) Ki, K liniar dependente gi K nu este identic nul (pasul VII);

(3) K i K, sunt identic nule: in acest caz existenta unei 2-forme
hamiltoniene arbitrare, ale carei campuri Killing asociate sunt
K si K5, nu aduce multa informatie despre geometria suprafetei,
dar, pentru forma Ricci, rezulta!? ci tensorul Ricci este paralel,
deci (M, g, J,w) este fie Kdhler-Einstein, fie local un produs
Kahler de suprafete Riemann.

Hpsstrim notatiile de la pasul VI, astfel incat gy, este o metricd pe o suprafati

Riemann si V(z) = ﬁ o functie strict pozitiva, care descriu local structura

Kahler. Aceste echivalente sunt stabilite in Propozitia 6.7.

12 Anularea campului vectorial K := Jgrad s inseamni ci s este constantd si
din ecuatia Matsumoto-Tanno (3.4) rezulta ca forma pg este paralela, deci si forma
Ricci, p = po + %sw, este paralela.



13

Clasificarea descrisa mai sus a suprafetelor Kahler care admit o 2-
forma hamiltoniana si modul in care se particularizeaza formulele ce
dau descrierea locala a structurii Kahler in cazul suprafetelor Kéahler
slab autoduale pot fi prezentate schematic astfel:

K1:O
KQZO

Ric-
paralel

Kl/\KQZO,Kl#O

-Suprafete Kahler de tip Calabi,
care nu sunt produse Kahler

-Structura Kahler e data de
o metrica gy, pe o suprafata
Riemann si o functie V"> 0

V- polinom de grad <4
cu coeficientul termenului
patratic egal cu k=curbura

constanta a metricii gs,

Ky ANKy #0

-Suprafete Kahler
ortotorice

-Structura Kahler
e data de doua functii
arbitrare F' si G

F,G-polinoame
de grad <4 cu
F — G = const.

Suprafete Kahler care admit

o 2-forma hamiltoniana

Suprafete Kahler
slab autoduale
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2. PRELIMINARII SI CONVENTII

Aceasta sectiune cuprinde prezentarea conventiilor si notatiilor fo-
losite, precum si cateva rezultate utile in demonstratiile din cadrul
clasificarii suprafetelor Kahler slab autoduale!®. Deoarece putem con-
sidera ci varietatile Kihler'* se afli la intersectia dintre geometria rie-
manniana, complexa si simplectica, am incercat sa grupam notiunile si
proprietatile lor de care avem nevoie din cadrul acestor trei geometrii.

(A) Incepem prin prezentarea succintd a notiunilor din geometria rie-
manniana pe care le vom utiliza in cadrul acestei lucrari. In continuare
notam cu (M, g) o varietate riemanniana.'

Notam metrica punctuala cu g sau (-, -), iar in cazul in care M este
varietate compacta orientata, (-,-) va reprezenta produsul scalar total
dat de integrarea pe varietate: (-,-) := [, (-,-)voly, unde vol, este
forma volum.

Pornind de la fibratul vectorial tangent notat T'M, consideram fi-
bratii asociati: fibratul cotangent 7% M, fibratii tensoriali de tip (p, q):
TP4aM, Vp,q > 0, fibratul k-formelor: A¥M si spatiile corespunzitoare
de sectiuni: X' (M) este multimea campurilor vectoriale, 779M multi-
mea tensorilor de tip (p, q), 2*M multimea k-formelor diferentiale.

Metrica ¢ ne permite sa identificam, in fiecare punct z, spatiul
tangent T, M cu spatiul cotangent 7;M prin urmatorul izomorfism
canonic:

T.M —T:M, v g.(v,-).

Rezulta astfel ca pe o varietate riemanniana (M, ¢g) avem o identificare
canonica intre campurile vectoriale gi campurile de covectori sau 1-
forme. Mai general, metrica g induce urmatoarele izomorfisme canoni-

ce!® intre TPV = Q" V* @ @V s TPV = QM Vo Q1 V:
I): Tpqu N Terl,qflV

VIR QU QU Q- QU =1 ® QU ®g(v1,) ®Ua ® -+ - ® vy,

cu inversa notatd: #: TPTH4=1V — TPV, Rezultd astfel o identificare
canonica intre campurile tensoriale de tip (p,q) si cele de tip (r,s)
pentru p+q = r+s. In particular, pentru orice camp vectorial X vom

1“Q’Majoritatea rezultatelor din aceasta sectiune sunt numai enuntate, iar demon-
stratiile lor se pot gasi, de exemplu, in [Be87].

14 A ceste varietiti au fost introduse de Erich Kéhler in articolul [K33].

15Reamintim ci orice varietate diferentiabild poate fi inzestratd cu o metrica
riemanniand prin lipirea metricilor definite local, cu ajutorul unei partitii a unitatii
subordonate acoperirii respective.

16 Aceste izomorfisme sunt cunoscute sub numele de bemol (b) i respectiv diez
(#), deoarece in notatia clasica tensoriala corespund sciderii, respectiv ridicarii
indicilor.
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nota cu X 1-forma asociatd, iar pentru orice 1-forma o vom nota cu
af campul vectorial asociat!”.

Metrica riemanniana g, care este definita pe fibratul tangent, in-
duce o metrica pe fiecare dintre fibratii vectoriali asociati. Compunand
izomorfismul dintre TP7M si T9PM cu aplicatia de evaluare'® obtinem
o forma patratica nedegenerata si pozitiv definita, notata tot g,, pe
spatiul tensorial TP¢M in fiecare punct x, deci si pe orice subspatiu al
sau, in particular pe spatiul formelor AZM. In cele ce urmeazd vom
folosi aceasta metrica indusa pe fibratii tensoriali, dar in cazul formelor
diferentiale vom considera urméatoarea conventie diferita!® pentru defi-
nirea metricii g pe AP M:

glar A= Nay, Bi A+ A By) = det({a, B;)).

Produsul scalar astfel definit este egal®® cu cel tensorial inmultit cu 1%'

Reamintim ca pe orice varietate diferentiabila n-dimensionala M este
definitd diferentiala exterioara d: Q*(M) — QF1(M) prin formula:

~

k
dp(Xo, X1, .., Xp) = (1 X;(¢(Xo, ..., Xj, .., Xi))
j=0

+ Y (D)X, X)L Ko Xy X X,
i<j
Formula ciclica pentru diferentiala exterioara are, datorita conventi-
ilor pe care le-am adoptat, urmatoarea forma:

(21) dOz(X(), e ,Xk) = Ecicl.(VXOa)(Xl, Ce ,Xk),

pentru orice k-forma «, unde sumarea se face dupa toate permutarile
ciclice ale indicilor {0,..., k}.

Adjunctul formal al diferentialei exterioare d fata de g este codiferen-
tiala, notata 6: QF(M) — QF (M), pentru orice k = 1,n. Operatorii
d i 0 se pot exprima in functie de conexiunea Levi-Civita, notata V,
astfel:

(2.2) d=> €AV, 6=-Y eV,
i=1

=1

"Tinand cont de aceste identificiri, vom omite indicii b si #, intelegand, de
exemplu, prin produsul exterior dintre un camp X si o forma «, produsul exterior
dintre X° si a.

18Aplicaut;ia de evaluare, cunoscuta si sub numele de ,pairing”, este functia na-
turald care ,imperecheaza” un spatiu vectorial cu dualul sau: eval: V x V* — R,
eval((v, @) := a(v).

Folosind aceastd conventie pentru produsul scalar pe spatiul APV (V este un
spatiu vectorial n-dimensional), rezulta ca o baza ortonormata a lui APV este data
de {ei, A Aei,tiy<..<i,, unde {e;};_15 este o baza ortonormata a lui V.

20A ceastd incoerenta este data de conventia pe care o alegem pentru produsul
exterior si anume: (o A -+ Aay) (X1, -, Xp) = det(a;(X;)).
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unde {e;},_1, este o baza ortonormata locala de campuri vectoriale,
iar cu X am notat produsul interior cu un camp vectorial X.

O formula importanta care face legatura intre derivata exterioara,
produsul interior si derivata Lie de-a lungul unui camp de vectori este
formula lur Cartan:

(2.3) Lxa = Xda+ d(Xa),

pentru orice camp vectorial X i orice forma o € Q*(M).
Pentru o functie reala diferentiabila f definita pe M consideram:
-Gradientul lui f = campul vectorial notat grad f definit astfel:

glgrad f,X) = df (X) = X(f), VX € X(M).
-Hessiana lui f = forma biliniara simetrica Hess(f) := V(df).
Operatorul Laplace actionand pe orice functie f din C*°(M) este dat
de formula?:
Af = —div(grad f).
Echivalent, operatorul Laplace este dat de formulele:
Af = —tr(Hess(f)) = ddf,
si se extinde pe pe spatiul k-formelor astfel:

Az QF (M) — QF (M), A :=éd+ dé.

Un rol important in cadrul clasificarii suprafetelor Kahler slab au-
toduale va fi jucat de campurile Killing, care dau gradul de simetrie
al unei varietati riemanniene. Prin definitie, un camp Killing este o
izometrie infinitezimala, 7.e. un camp vectorial al carui flux este for-
mat din izometrii.

Propozitia 2.1. Fie X un camp vectorial pe o varietate riemanniand
(M, g). Atunci urmatoarele conditii sunt echivalente:
(1) X este camp Killing,
(2) EXg = 0,‘
(3) VX este antisimetric fatd de g:
9(Vy X, Z)+g(Y,VzX) =0, VY, ZeX(M);
(4) X(9(Y,2)) = 9(IX, Y], 2) + g(Y, X, Z]), VY, Z € X(M).

Corolarul 2.1. O combinatie liniara a doua campuri Killing este camp
Killing daca si numai daca coeficientii combinatiei sunt functic con-
stante.

2INotém cu div(X) divergenta campului vectorial X:

n

le(X) = Z g(ve,X7 ei)a

=1

unde {e;},_ 1 este o baza locala ortonormata.
7
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Demonstratie. Fie K si Ky doua campuri Killing si a1, ag doua functii
astfel incat K := a3 K; + asKs este tot camp Killing. Folosind a
doua caracterizare data de Propozitia 2.1, rezulta ca pentru orice doua
campuri vectoriale X si Y are loc:
0= (Lrg)(X,Y)=g(VxK,Y)+ g(X,VyK)
= X(o1)g(K1,Y) + X(a2)g(K2,Y) + Y (a2)g(X, K)
+Y(a1)g(X, K1) + o1 (L, 9) (X, Y) + a2 (Lx,9) (X, Y),

unde ultimii doi termeni sunt identic nuli, deoarece K; si K5 sunt
campuri Killing. Particularizand convenabil in aceasta formula cam-
purile vectoriale X si Y rezulta: X(a;) = X(ag) = 0, pentru orice
camp vectorial X, deci functiile oy si as sunt constante. U

In continuare prezentam definitiile si conventiile de semn pe care le
vom utiliza pentru diferitele tipuri de curbura:
Curbura riemanniand sau tensorul de curburd vazut ca (1,3)-tensor:
(2.4) R(X, Y)Z = V[X’y}Z —VxVyZ +VyVxZ.

sau ca tensor de tip (0,4): R(X,Y,Z, V) =g(R(X,Y)Z,V).
Curbura Ricci este urma aplicatiei Z — R(X, Z)Y, deci este tensorul
simetric de tip (0,2) dat de formula:

(2.5) Ric(X,Y) =Y R(X,e,Y,e).
i=1
Curbura scalara este urma tensorului Ricci:

(2.6) scal := tr(Ric) = Z Ric(e;, e;),
i=1
unde {e;},_1; este o baza locala ortonormata. In cadrul lucririi va fi

mai convenabil sa folosim curbura scalara normalizata, pe care o notam
s gl care este: s = %

Partea fara urma a tensorului Ricci este notata Ricg si este data de
formula: Ricy = Ric — %‘”g.

Exista unele relatii care leaga intre ele diferitele notiuni de curbura
introduse, dintre care cea mai importanta si pe care o vom utiliza este

identitatea Bianchi contractata:
1
(2.7) div(Ric) = §d scal.

Definitia 2.1. Fie (M, g) o varietate riemanniana n-dimensionala o-
rientata cu forma volum vol,. Pentru fiecare p cu 0 < p < n operatorul
Hodge * este unicul izomorfism de fibrari vectoriale:

x: APT*M — A"7PT*M

astfel incat o A (x8) = g(«, B)vol,,
pentru orice « §i # din APT*M |, in fiecare punct x al lui M.
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Propozitia 2.2. Operatorul Hodge * are urmadatoarele proprietati:

(1) *1 = woly, *vol, = 1;
(2) gla,#8) = (~1Y0Pg(xa,B), Yo € NT*M, V5 € NPT M;
(3) Pe APT*M are loc: > = (—1)P™=P) [dpppens;
(4) *(Xaa) = (=1)P1X A xa;
x(XNa)=(-1)PX,i*xa, Yo € APT*M, VX € X(M).

Folosind operatorul Hodge * are loc:
b = —(—1)"P Vs dxa, YaeQP(M),
de unde rezulta urmatoarea expresie pentru operatorul Laplace:
Af =—xdxdf.

(B) In continuare prezentam cateva notiuni de geometrie complexa,
care ne vor fi utile.

Reamintim ca o varietate complexa M se defineste analog unei va-
rietati diferentiabile reale, cerand ca local M sa fie homeomorfa cu
deschisi din C™ si inlocuind conditia ca functiile de trecere sa fie di-
ferentiabile cu aceea ca aceste functii sa fie olomorfe. Rezulta din
definitie ca orice varietate complexa de dimensiune (complexa) m este
in particular varietate diferentiabila de dimensiune reala 2m.

Folosind inmultirea cu i din C™ se poate defini*? un endomorfism al
fibratului tangent 7'M, notat J, cu proprietatea: J? = —Idry. Un
astfel de endomorfism antiinvolutiv al lui TM se numeste structura
aproape complexa, iar o varietate M care admite un astfel de J se
numeste varietate aproape complexa.

Daca (M, J) este o varietate aproape complexa, consideram com-
plexificatul spatiului tangent: TM® := TM ®g C si extindem toate
endomorfismele si operatorii diferentiali reali prin C-liniaritate. Notam
cu THOM si T%' M subspatiile proprii ale endomorfismului J corespun-
zatoare valorilor proprii ¢ si respectiv —i, care sunt descrise astfel:

TWOM ={X —iJX|X eTM}, T"'M ={X+iJX|X €TM},

iar TMC = TH9M T M. In mod analog consideram complexificarea
fibratului exterior: AfM := A*M ®g C si descompunerea lui ALM:

AM ={e e A\EM |£(Z) =0, VZ € T"' M}

A M :={£ e \EM |£(Z) =0, VZ € T M},
iar sectiunile se numesc forme de tip (1, 0) si respectiv (0, 1).
22 se defineste mai intai local pe fiecare deschis homeomorf cu un deschis din

C™ gi apoi se verifica ca se ,lipeste” bine pe intersectii, folosind faptul ca functiile
de trecere sunt olomorfe.
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Am vazut ca orice varietate complexa este in mod natural o varietate
aproape complexa. Urmatoarea propozitie?® stabileste in ce conditii are
loc gi reciproca:

Propozitia 2.3. Fie (M, J) o varietate aproape complexa. Urmdatoa-
rele afirmatii sunt echivalente:

(1) J provine dintr-o structura complezd;

(2) Tensorul Nijenhuis, definit de N(X,Y) = [ X, Y]+ J[JX,Y]+
J[X,JY] —[JX,JY], este identic nul;

(3) Distributia T'° sau T™ este integrabild;

(4) d(C>® (AMM)) C C>® (A*°M @ AV M);

(5) d(C>® (APIM)) C C>® (APTHIM & APITIM) [ Vp, g > 0.

Folosind (5) rezulta ca, pentru fiecare perche (p,q) fixata, se pot
defini operatorii diferentiali:

0: C(APIM) — CX(APHIM), 9 : C¥(APIM) — C(APF M),
astfel incat d = 9 + 0. Acesti operatori verifica relatiile:
P =0 0°=000+00=0.

De multe ori este convenabil sa consideram o alta pereche de operatori
si anume d si d°, unde d¢ := i(0 — 9), care au avantajul de a fi operatori
reali. Echivalent, operatorul d° poate fi definit actionand pe k-forme
astfel: d¢ := (—=1)*JdJ. In particular, pentru orice functie f are loc:
d°f = Jdf.

Pe o varietate complexa (M, J) un rol important este jucat de obiec-
tele olomorfe. Pentru functiile olomorfe propozitia urmatoare ne da
cateva caracterizari echivalente.

Propozitia 2.4. Fie f: M — C o functie diferentiabila pe varietatea
complexa M. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) f este functie olomorfa;

(2) Z(f)=0,VZ € T M;

(3) df este o forma de tip (1,0).

Definitia 2.2. Un camp vectorial Z € C*(T"YM) se numeste olomorf
daca Z(f) este olomorfa pentru orice functie olomorfa local definita f.

Definitia 2.3. Un camp vectorial X se numeste real analitic (sau real
olomorf) daca pastreaza structura complexa J: LxJ = 0.

Propozitia 2.5. Fie X un camp vectorial real pe o varietate complexa
(M, J). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) X este real olomorf;
(2) X —iJX este olomorf;
(3) Fluzul lui X este format din transformari olomorfe ale lui M.

Z3Echivalenta dintre (1) si (3) este cunoscuti sub numele de Teorema Newlander-
Nirenberg.
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Structura aproape complexa J se extinde prin C-liniaritate la TM®
si induce un operator complex, notat la fel, pe fibratul cotangent T M
definit astfel incat actiunea lui J sa fie compatibila cu identificarea
data de metrica: (Ja)(X) := —a(JX), a € T*M, X € TM. Actiunea
lui J se extinde si pe spatiul formelor astfel:

(Ja)(X1, -, X,) == (—1Pa(JXy, -, JX,).

Definitia 2.4. O p-forma a se numeste J-invarianta daca J(a) = «
si J-antiinvarianta daca J(a) = —a.

Astfel, o 2-forma « e J-invarianta daca si numai daca a(JX, JY) =
a(X,Y), pentru orice campuri vectoriale X, Y si J-antiinvarianta daca
i numai daca a(JX, JY) = —a(X,Y).

Definitia 2.5. Pe o varietate aproape hermitiana (M, g, J), cu forma
fundamentala w(-,-) = g(J-,-), definim urmatorii operatori algebrici
reali®*:

1
L: N*M — A"2M, L) =wAa= §ZeiAJei/\oc,

1
A AFP2M — AFM, Aa) = 3 Z Je;e;aa,

unde sumarea se face dupa o baza ortonormata {e;},_ 1.

Definitia 2.6. O forma ¢ se numeste primitiva daca Ap = 0.

In particular, daca ¢ este o 2-forma, atunci este primitiva daca si
numai daca este fara urma, deoarece, prin definitie, urma unei 2-forme
este produsul scalar cu w: tr(p) = (p,w) = Ap.

(C) Vom mai avea nevoie si de cateva notiuni din geometria simplec-
<25

tica™.

Definitia 2.7. Pe o varietate simplectica (M,w), un camp vectorial
X se numeste simplectic sau local hamiltonian daca pastreaza forma
simplectica w (i.e. Lxw = 0), sau, echivalent, X _iw este inchisa si
se numeste hamiltonian cu functia hamiltoniand®® h € C*(M) daca

X _w = dh.

24 A cesti operatori sunt extinsi pe forme complexe prin C-liniaritate si joacd un
rol important mai ales in cadrul geometriei Kéhler, unde w este inchisa.

Z5Reamintim ci (M,w) se numeste varietate simplecticd daci w este o 2-forma
inchisa si nedegenerata.

26Datorits faptului ca forma simplectica w este nedegenerata, rezulta, ca pentru
orice functie h, exista un unic caAmp vectorial, notat X astfel incat Xp_w = dh.
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Definitia 2.8. Fie (M,w) o varietate simplectica, G' un grup Lie cu
algebra Lie g si g* dualul spatiului vectorial g. O actiune simplec-
tica?” ¢: G — Simplect(M,w) se numeste hamiltoniand daci exista o
aplicatie:

o M — g*
care satisface conditiile:
1. Pentru orice X € g, daca pX: M — R, p*(p) := u(p)(X) este com-
ponenta lui p de-a lungul lui X gi X* este campul fundamental asociat
lui X, adica campul vectorial generat de subgrupul cu un parametru
{exptX |t € R} C G, atunci:

dp™ = X* w,

adica X este functia hamiltoniana a campului vectorial X*.
2. u este echivarianta fata de actiunea data a lui G pe M si fata de
actiunea coadjuncta Ad* a lui G pe g*:

poy, = Ad,opu, Vgeda.

Atunci (M, w, G, i) se numeste G-spatiu hamiltonian, iar p se numeste
aplicatie moment.

Observam ca aplicatia moment este o generalizare a functiei hamil-
toniene, deoarece in cazul G = R, actiunile simplectice ale lui G pe
M sunt in corespondenta cu campurile vectoriale simplectice complete
pe M, iar o actiune ¢ a lui R este hamiltoniana daca gi numai daca
exista o functie h: M — R astfel incat dh = X _w, unde X este campul
vectorial pe M generat de 1.

Definitia 2.9. Paranteza Poisson a doua functii f,g € C>(M) este
definita astfel:

{f: 9} = w(Xp, X).

Rezulta ca are loc: Xy g = —[Xf, Xg| si ca paranteza Poisson satis-
face identitatea Jacobi, deoarece aceasta se reduce la identitatea Jacobi
pentru croget. Astfel, multimea C*>°(M) inzestrata cu paranteza Poi-
sson este o algebra Poisson (adica o algebra Lie care satisface in plus
regula lui Leibniz: {f,gh} = {f,g}h + g{f, h}) si existda urmatorul
antiautomorfism de algebre Lie:

COO(M) —>X(M)7 hi— X, {’}H_[7]
(D) Consideram acum (M, g, J,w) o varietate Kéhler.

Definitia 2.10. O metrica hermitiana g pe o varietate complexa (M, J)
se numeste metrica Kdhler daca forma fundamentala w(-,-) := g(J-, ")
este Inchisa.

2TNotdm cu Simplect(M,w) grupul format din transformarile simplectice ale
varietatii (M, w), adica acele difeomorfisme ¢ ale lui M care invariaza forma sim-
plectica w: p*w = w.
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Datorita conventiei pe care am adoptat-o pentru produsul scalar
definit pe spatiul p-formelor, rezulta ca patratul normei formei Kéahler
este dat de : |w|® = (w,w) = m, in timp ce pitratul normei tensoriale
este: |g|* = 2m.

Definitia 2.11. O functie reala f pe o varietate Kéhler (M, g, J, w) se
numeste potential (real) de olomorfie daca gradientul sau este un camp
vectorial real olomorf (i.e. LgpaafJ = 0).

Lema 2.1. Fie (M, g, J,w) o varietate Kihler si f o functie diferen-
tiabila pe M. Atunci:

grad f este camp vectorial <= Jgrad f este camp vectorial

real olomorf Killing (in raport cu g).

Demonstratie. Folosind formula lui Cartan (2.3) si faptul ca w este
inchisa, rezulta:

L jgrad jw = (J grad f)adw + d((J grad f)w) = —d(df) =0,

deci J grad f pastreaza forma fundamentala w, deci este real olomorf
(L) grad fJ = 0) daca si numai daca este Killing (£ grada rg = 0).
Necesitatea: Daca grad f este camp real olomorf, rezulta din Propozitia
2.5, (1)«=(2), ca si Jgrad f este olomorf, deci Jgrad f este Killing in
raport cu g.

Suficienta: Daca J grad f este Killing, rezulta ca este real olomorf, deci
si grad f = —J(J grad f) este real olomorf. O

Pe o varietate complexa am vazut cd existd mai mulgi operatori de
diferentiere: d cu adjunctul 6, d° al carui adjunct il notdam ¢, d si 0
astfel incat d = 0 + 0, cu operatorii adjuncti notati 9" si respectiv 9,
astfel incat & = 0* 4+ 0*. Corespunzator se pot introduce mai multi
operatori Laplace:

A =dj+dd, A°=d0°+d,
A? = 90* + 870, A? = dd* + 5*0.
In cazul particular al varietatilor Kahler acesti operatori sunt in
esenta aceeagi, avand loc egalitatile:
A=A =277 =277,
In plus, pe o varietate Kahler au loc identitatile Kahler:
[A,d] =96, [Ad=-0

de unde rezulta urmatoarea formula pentru operatorul Laplace pe o
varietate Kahler, pentru orice functie f:

(2.8) Af = A°f = —(dd°f,w).

In incheierea acestor preliminarii prezentam doi tensori definiti pe
orice varietate riemanniana (M, g), de care avem nevoie in cadrul cla-
sificarii suprafetelor Kéhler slab autoduale. FEste vorba de tensorul
Cotton-York si tensorul Bach, care sunt ambii conform invariantgi.
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Definitia 2.12. Tensorul Cotton-York?® al unei varietati riemanniene
(M, g) este tensorul de tip (0,3) definit astfel:

Cyz(X) = =(Vyh)(Z, X) + (Vzh) (Y, X),

unde h este tensorul Ricci normalizat, dat de formula:
1 1
h = §Rico + ﬂscalg,

care apare in descompunerea tensorului de curbura: R = h Ng + W
(cf. (A.5), pentru n = 4).

Definitia 2.13. Tensorul Bach® al unei varietati riemanniene n-di-
mensionale (M, g) este tensorul de tip (0,2) definit astfel:

Bxy =Y (=(Ve,C)e,x (V) + (We, xh(e), Y)),
i=1
unde C' este tensorul Cotton-York, h este tensorul Ricci normalizat si

sumarea se face dupa o baza ortonormata {e;}, 1.

Observatia 2.1. Tensorul Bach este un invariant conform, iar pentru

= 4 are loc: B/ = f2BY gi B se poate exprima in functie de
tensorul Weyl autodual, W, sau de tensorul Weyl antiautodual, W,
astfel:

BXY—QZ (Ve,C7) e x(Y) + (W;,Xh(ei)ay>)
(2.9)
_22 (Ve,C7)erx (V) + (W, xh(e:), V).

In particular, rezulta ca tensorul Bach se anuleaza dacd W, W~
sau Ricy se anuleaza, adica metricile (anti)autoduale si cele Einstein
sunt Bach-plate.

In continuare consideram o suprafats Kihler (M, g, J,w) si enuntim
doua rezultate legate de tensorul Bach al unei suprafete Kéhler, care
sunt demonstrate in [De83].

28 Acest tensor apare in special in studiul structurilor Weyl. Se poate arita ci
este un invariant conform gi are divergenta nula. In cazul dimensiunii 3, tensorul
Cotton-York preia rolul tensorului Weyl pentru dimensiune mai mare ca 4 (i care
este identic nul in dimensiune 3), in sensul ci reprezinta singura obstructie pen-
tru ca varietatea sa fie conform plata: pe o varietate riemanniana 3-dimensionala
(M, g) anularea tensorului Cotton-York este conditia necesara si suficientd pentru
ca metrica g sa fie conform plata.

29Tensorul Bach a fost studiat de fizicieni in cadrul teoriei relativititii, prin
considerarea functionalei g — SW(g) := fM |VV9|2 voly, care este diferentiabila si
al carei gradient este tensorul Bach.
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Daca pe o suprafata Kahler notam BT si B~ partea J-invarianta,
respectiv J-antiinvarianta a tensorului Bach, se obtin urmatoarele for-
mule:

BT = sRicy+2(Vds){ B~ =—(Vds)~,
unde (Vds){ este partea J-invarianta fard urma a Hessianei si (Vds)~
este partea ei J-antiinvarianta. Din aceste formule rezulta urmatoarea
echivalenta:

Propozitia 2.6. Pe o suprafata Kihler (M, g, J,w) are loc:
B este J-invariant <= (M, g, J,w) este suprafatd Kdhler extremald®.

Propozitia 2.7. ([De83]) Fie (M,g,J,w) o suprafata Kdihler si U
mulfimea deschisa pe care curbura scalara normalizata s nu se an-
uleaza. Pe U urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) Tensorul Bach al suprafetei Kdhler (M, g, J,w) se anuleazd;
ii) (M, g, J,w) este extremald si metrica conformd § = s 2g este
Y g [Y
FEinstein.

Definitia 2.14. Daca tensorul Bach, B, este J-invariant, se defineste
2-forma antiautoduala asociata, numita forma Bach, astfel:

B(-,-) = B(J-,").

Observatia 2.2. Cand este J-invariant, tensorul Bach este determinat
de forma Bach asociata B, care este data de formula urmatoare:

(2.10) B = (dJds)o + spo.

3OCf. Definitia 5.1 pentru notiunea de metrica extremala.
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3. DEFINITII SI PROPRIETATI

Definitia 3.1. O suprafata Kdhler (M, g, J) este o varietate Riemann
4-dimensionala orientata, impreuna cu o structura complexa J para-
lela (i.e. astfel incat VJ = 0, unde V este conexiunea Levi-Civita a
metricii g). Forma Kéahler este 2-forma autoduala J-invarianta w (-, ) =
(J-,+);w este inchisa si (M,w) este o varietate simplectica.

Pentru orice varietate riemanniana orientata M de dimensiune 4,
operatorul Hodge % este, conform Definitiei 2.1, un automorfism al
fibratului vectorial A2T*M. Din Propozitia 2.2 rezultd *?> = id, deci
x are valorile proprii £ 1 si spatiile proprii corespunzatoare, notate
A*T* M, sau mai scurt AT M si sunt numite spatiul formelor autoduale,
respectiv antiautoduale. Rezulta urmatoarea descompunere in suma
directa:

(3.1) N*T*M = AT T*M & AT*M.

In fiecare punct p al varietatii M, spatiul vectorial AZQJM este 6-
dimensional, iar fiecare dintre subspatiile ApiM are dimensiunea 3.

In plus, daci (M, g, J) este varietate Kéhler, fibratii vectoriali obti-
nuti au si urmatoarea caracterizare care ne va fi utila in cele ce urmeaza:

ATM este suma ortogonala dintre fibratul trivial generat de w si
fibratul 2-formelor J-antiinvariante

A~ M este fibratul 2-formelor J-invariante fara urma (numite si pri-
mitive).

Aceasta se poate observa direct prin considerarea unei baze locale
ortonormate adaptate {ey, Jey, es, Jea} a spatiului tangent si a bazelor
corespunzatoare pentru At M, respectiv A~ M:

{f1 fy 7f3 } {f1 NERVEY } unde

T =eiNJer+eaNdey, fi =erNJeg—ex A Jes,
f;r:el/\eQ—Jel/\Jeg, f2 :61/\€2+J€1/\J€2,
f;:el/\Jeg—i-Jel/\eg, f3_:61/\<]62—(]61/\€2.
Atunci: w = fi si se verifica direct ca ff, f5" sunt 2-forme J-antiinva-
riante, iar f;, fy, fs sunt 2-forme J-invariante.

Definitia 3.2. O suprafata Kahler se numeste slab autoduala daca
tensorul sau Weyl antiautodual, W™, este armonic®', i.e. §W~ = 0.

Observatia 3.1. In Definitia 3.2, W~ armonic este echivalent cu 6W~ =
0, unde 9§ este codiferentiala care actioneaza pe W~ ca pe o 2-forma cu
valori in A~ M, pentru ca pe spatiul A~ M, diferentiala exterioara d si
codiferentiala ¢ se anuleaza simultan:

AW~ =+« W™ = —x W™ =

31Considersm, prin definitie, cii un tensor A este armonic daci este inchis si
coinchis, ceea ce este echivalent cu A in nucleul operatorului Laplace numai pe
varietati compacte.
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In continuare vom da conditii echivalente cu cea din definitie, pentru
a ajunge la o conditie care poate fi utilizata mai bine pentru clasificarea
acestor suprafete.

Consideram tensorul Cotton-York, C'; al metricii riemanniene g (cf.
Definitia 2.12) si folosind identitatea Bianchi diferentiala vom arata ca
SW = C, de unde rezulta SW* = CF si atunci definitia suprafetei slab
autoduale poate fi reformulata dupa cum urmeaza:

Definitia 3.3. O suprafata Kahler este slab autoduala daca tensorul
sau Cotton-York este autodual, i.e. C'~ = 0.

Aratam in continuare ca (0W)(X,Y,Z) = Cyz(X), pentru orice
campuri vectoriale X,Y,Z. Se observa din definitie, ca tensorul Cotton-
York este antisimetric in primele doua argumente, deci, fixand ul-
timul argument, X, rezulta ca C(X) este o 2-forma si, in plus, re
loc: *(C'(X)) = —C(X), deci tensorul C poate fi vazut ca o 1-forma cu
valori in A~ M si astfel egalitatea poate fi interpretata ca (6W)(X) =
C(X), unde 0 este codiferentiala aplicata 2-formei W cu valori in A~ M.
Aceasta egalitate ne spune ca pe o varietate riemanniana anularea ten-
sorului Cotton-York este echivalenta cu faptul ca tensorul Weyl este ar-
monic. Mai intai calculam codiferentiala lui R in doua moduri. In cele
ce urmeaza convenim ca se face sumare dupa o baza locala ortonormata
{ei}i_1, fara a mai scrie simbolul de sumare. Folosind descompunerea

lui R (¢f. (A.5))avem: 6(R) = 6(h Dg) + IW.

o(hBg)(X,Y,Z) = —(Ve,(h Dg))(ei, X, Y, Z)
h)Dg)(e;, X,Y,Z) (deoareceV,,g = 0)
Veh) (e, Y)g(X, Z) = (Ve h)(X, Z)g(e:,Y)
Ve h)(ei, 2)g(X,Y) + (Ve,h) (X, Y)g(ei, Z)
= (Vzh)(X,Y) = (Vyh)(X, Z) + (0h)(Y)g(X, Z)
(

= Cyz(X) + (6h)(Y)g(X, Z) — (6h)(Z)g(X.Y).
Pe de alta parte, folosind identitatea Bianchi diferentiala, obtinem:

(OR)(X,Y,Z) = =(Ve,R)(e;, X, Y, Z) = =(V,R)(Y, Z, €;, X)
= (VyR)(Z,e;,e;, X) 4+ (VzR)(e;,Y,e;, X) (Bianchi 2)
—(VyR)(X,ei, Z,e;) + (VzR) (X, e;,Y, €;)
—(VyRic)(X,Z) 4+ (VzRic)(X,Y).
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Inlocuind 2k = Ric— sg in definitia tensorului Cotton-York si utilizand
formulele obtinute mai sus pentru 6 R avem:

2Cy z(X) = =(VyRic)(Z,X) + (VzRic)(Y, X) + ds(Y)g(Z, X)
—ds(Z)g(Y, X)
= (0R)(X,Y. Z) +ds(Y)g(Z, X) — ds(Z)g(Y, X)
= Cvz(X) + (6n)(YV)g(X, Z) — (6h)(Z)g(X,Y)
T+ OW)(X,Y, Z) + ds(Y)g(Z, X) - ds(Z)g(Y, X).
De aici, folosind relatia 0h = —ds (care se obtine direct din definitia lui
h si identitatea Bianchi contractata (2.7): dscal = —2dRic), rezulta:
Cyz(X) = (W)(X,Y, Z).
Urmatoarea propozitie ne da drept corolar o conditie echivalenta

cu cea impusa tensorului Cotton-York, C, si anume o formula pentru
derivata covarianta a formei Ricci fara urma.

Propozitia 3.1. Pentru orice suprafata Kihler (M, g, J,w) avem:
1 1
(3.2) Vxpy=-2C" (JX) — §ds (X)w+ B (dsNJX — Jds N X).

Demonstratie. Inlocuind 2h = Ric — sg in definitia tensorului Cotton-
York, C', avem:

2Cxy(Z) = —(VxRic)(Y, Z) + (VyRic)(X, Z) + ds(X) (Y, Z)
—ds(Y) (X, Z)
= —(Vxp)(Y, JZ) + (Vyp)(X, ] Z) + ds(X) (Y, Z)
—ds(Y) (X, Z)
= (Vyzp)(X,Y) +ds(X) (Y, Z) — ds(Y) (X, Z) .
Pentru a obtine ultima egalitate, am folosit faptul ca forma Ricci este
inchisa, i.e. dp = 0 si formula ciclica pentru derivata exterioara data

de (2.1). Inlocuind in formula obtinuti pentru Cyy(Z) pe Z cu JZ,
obtinem:

(Vzp)(X,Y) = =2Cxy(JZ) —ds(X) (JY,Z) +ds(Y) (JX, Z),
sau echivalent, folosind descompunerea p = py + %sw:

(V2p0)(X,Y) = —2Cxy(JZ) — gds(Z) (JX,Y)

—ds(X) (JY, Z) + ds(Y) (JX, Z).

(3.3)

Componenta antiautoduala, adica conform caracterizarii date la in-
ceputul sectiunii, partea J-invarianta si fara urma, a egalitatii (3.3) ne
da identitatea din enunt. Deoarece py este J-invarianta gi are urma
nula, rezulta ca pp € A™M si cum derivata covarianta V comuta cu
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operatorul Hodge *, rezulta ca partea stanga a ecuatiei (3.3) este deja
in A~ M. Partea dreapta se rescrie astfel:

3
—2Cxy(JZ) — §ds(Z)w (X,)Y)+ (dsNJZ)(X,Y),
si are urmatoarea componenta autoduala, respectiv antiautoduala:

1
—2C%(JZ) — ds(Z)w + é(ds NJZ+ Jds N\ Z),

1 1
—2C7(JZ) — §ds(Z)w + §(ds NJZ —Jds N\ 7).

Egaland componentele antiautoduale ale ecuatiei (3.3), modulo o reno-
tare a variabilelor, obtinem (3.2). O

Rezulta astfel imediat urmatoarea caracterizare utila pentru supra-
fetele Kéhler slab autoduale:

Corolarul 3.1. Suprafata Kihler (M, g, J,w) este slab autoduald daca
s1 numai dacd pentru orice camp vectorial X are loc formula urmdatoare,
numita identitatea Matsumoto-Tanno:

1 1
(3.4) VXpQ:_édS(X)W+§(d$/\JX—JdS/\X>.
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4. 2-FORME HAMILTONIENE

Incepem aceasti sectiune prin considerarea notiunii de 2-forma twis-
tor, cu scopul de a arata ca ecuatia (3.4) obtinuta pentru partea fara
urma a formei Ricci pe o suprafata Kahler slab autoduala este acelasi
lucru cu a spune ca py este forma twistor.

Notiunea de forma twistor poate fi definita pe orice varietate Rie-
mann n-dimensionala M si apare ca o generalizare naturala a campuri-
lor vectoriale conforme, in sensul ca 1-formele twistor corespund, prin
identificarea data de metrica, campurilor vectoriale conforme. Dam
urmétoarea definitie®? pentru forme twistor:

Definitia 4.1. O p-forma ¢ se numeste p-forma twistor daca, pentru
orice camp vectorial X, ¢ satisface ecuatia:

1
(4.1) Vxp=——Xdp —

P X Ndp.

n—p+1

Pe noi ne intereseaza ce inseamna pe o varietate orientata M de
dimensiune 4, ca o 2-forma antiautoduala este 2-forma twistor, de
aceea vom rescrie ecuatia (4.1) din definitie pentru acest caz special,
ajungand la o caracterizare echivalenta a formelor twistor antiautodu-
ale, care in articolul [CP02] este luata drept definitie. Fie ¢ € A~ M,
atunci ¢ este 2-forma twistor daca si numai daca:

1 1 1 1
Vxp = gXodp — o X Nop = =2 Xo(x0 % ) = X Aoy

3
1 1

= gXJ(*(S(,O) — §X Adp  (deoarece x ¢ = —p)
1 1

:g*(X/\&p)—gX/\égo

1 1
= (5590) ANX — *«55(’0) A X).
Daca notam %(590 cu v, atunci obtinem ca ¢ este 2-forma twistor
antiautoduala® daca si numai daca exista v in A'M astfel incat sa
avem:

(42) Vxp= (1A X —*(yAX) = (yAX)"

Daca varietatea M admite in plus o structura aproape hermitiana
J, care este pozitiv definita (in sensul ca 2-forma corespunzatoare lui

32Am considerat definitia generald pentru forme twistor aga cum este datd in
[MS02], unde p-formele twistor sunt sectiuni in nucleul unui operator diferential
T, numit operatorul twistor, care apare ca proiectia derivatei covariante a unei p-
forme pe unul dintre sumanzii descompunerii produsului tensorial A' M ® AP M sub
actiunea lui O(n).

331 continuare prin forme twistor vom intelege forme twistor antiautoduale.
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J, wy, este autoduald), atunci putem descrie mai simplu actiunea ope-
ratorului * pe 2-forme descompuse astfel:

(4.3) «(XAY)=—JXANJY +w(X,Y)w,.

Aceasta formula se poate verifica direct considerand o baza locala adap-
tata, {e1, Jei,es, Jea}, folosind definitia operatorului * si faptul ca
forma volum a lui (M, g) este vol, = e; A Je; A ea A Jeq, deoarece
J este pozitiv orientat.

Reamintim ca orice sectiune nenula ¢ a lui A~ M, se poate scrie unic
ca ¢ = Awy, unde A = || /v/2 este o functie pozitiva si w; este forma
Kéhler a unei structuri aproape complexe I pe (M, g), i.e. wi(,-) =
9 (I K )

Acum putem formula si demonstra urmatoarea caracterizare geome-
trica importanta a 2-formelor twistor:

Propozitia 4.1. Daca @ este o sectiune nenula a lui A~ M, atunci ¢
este 2-forma twistor daca st numai daca structura aproape hermitiana
(g = \"2g,I) este Kihler, cu forma Kdihler @ = X\ 2wy = A 3.

Demonstratie. Structura aproape hermitiana (g = A\~2g, I') este Kéhler
daca gi numai daca I este paralel fatd de derivata covariantd a metricii
g, notata V si care este data de urmatoarea formula:

VxY = VxY = A HAX)Y = A HdAY)X + A 1g(X,Y) grad A,

iar pentru I avem:

(Vx)(Y) = (VxIY) = I(VxY)
= Vx(IY) = XN X)IY — X HAIY)X + X g(X, IV )dA
— IVx(Y) + X HANX)TY + X HANY)IX — N g(X,Y)IdA
= (VxD)Y = X 'a\IYV)X + X HdA(Y)IX
+ A g(X, IY)dN — N Hg(X, Y) TdA
= (VxD)Y + X' IdAAX)(Y) + X HdA A IX)(Y).

Este, deci, necesar gi suficient sa aratam urmatoarea formula:

Vxl = -AT"TdAAX = A YdANIX.

Pornind de la caracterizarea echivalenta data de (4.2) pentru 2-forme
twistor, stim ca exista o 1-forma v astfel incat Vyp = (yAX)™, iar din
ipotezd avem ¢ = Awy, unde I? = —Id. Ardtdm mai intai ca 1-forma
v este data de v = —21dA, contractand (4.2) cu ¢:

(0, Vxo) = {0, (YA X)) = Qwr, y AX) = Xwr, 7 A X)
= (7, X) = My(X).

Pe de alta parte, avem:

(. V) = 5 X((p,9)) = 5 X(20%) = 2AA(X),
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deci rezulta v = —21d)\ gi avem in continuare:
Vxp =—2(ldA\NX)",
Vxp=Vx(A)=d\X)] +A\VxlI,
de unde rezulta:
(4.4) Vxl = A1\ X)I =22 H(IdA A X)),

Pentru a finaliza, explicitam 2(/dX A X))~ folosind (4.3), cu observatia
ca semnele din partea dreapta a egalitatii se modifica, deoarece struc-
tura aproape hermitiana pe care o consideram de data aceasta, I, este
negativ orientata:

2(U[dANX)" = TdAN X — x(IdA N X)
(4.5) =TdANX +dANNIX +wr(ld\, X)I
=IdAANX +dA\NIX —dNX)].
Din (4.4) si (4.5) obtinem relatia dorita:
VxI==A"TdAANX = X1dANIX.
O

Folosind (4.3) si caracterizarea echivalenta pentru 2-forme twistor
data de (4.2) si notand v cu —2J 3, obtinem urmatorul rezultat:

Lema 4.1. Fie (M, g, J,w) o suprafata Kdhler si ¢ o 2-forma antiau-
toduala. Atunci ¢ este o 2-forma twistor daca si numai daca pentru
orice camp vectorial X avem:

(4.6) Vxe=—BX)w+BAJX - JBAX.

Comparand aceasta ecuatie cu (3.4), obtinuta pentru py pe o supra-
fata slab autoduala, obtinem rezultatul anuntat la inceputul acestei
sectiuni:

Propozitia 4.2. O suprafata Kdhler este slab autoduala daca $i numai
daca partea fara urma a formet Ricci, pg, este o 2-forma twistor.

Demonstratie. Daca suprafata Kéahler este slab autoduala, atunci con-
form (3.4) avem 1-forma 3 = —1ds care indeplineste ecuatia (4.6),
rezultand din lema precedenta ca py este 2-forma twistor.

Reciproc, daca py este 2-forma twistor, tot din lema precedenta
aratam ca 1-forma [ trebuie sa fie egala cu —%ds si, folosind in sens
invers echivalenta data de Corolarul 3.1, rezulta ca suprafata este slab
autoduala. Daca Vxpy = —(X)w+LBAJX —JBAX, folosind formula
ciclica pentru derivata exterioara data de (2.1), se obtine prin calcul
direct dpy = 30 A w si cum dpy = —%ds A w sl Aw este injectiva pe
2-forme, rezulta ca § = —%ds. O

Din Propozitia 4.1 rezulta urmatoarea caracterizare echivalenta pen-

tru suprafetele slab autoduale pe multimea deschisa unde nu sunt
Kahler-Einstein.
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Propozitia 4.3. Pe multimea deschisa My, unde py = A\wr nu se anu-
leaza, suprafata Kdahler (M, g, J,w) este slab autoduald dacd si numai
dacd perechea (g = \"2g, I) este Kihler cu forma Kdhler o = A\~ %wy.

Observatia 4.1. Aceasta propozitie ne da pe multimea My, unde me-
trica nu este Kahler-Einstein, o expresie simpla pentru tensorul Weyl
antiautodual, W~. Aceasta rezulta din faptul ca I este o structura
complexa care induce orientarea opusa fata de cea indusa de J, astfel
incat tensorul W, care este considerat in raport cu orientarea initiald
datd de J, este egal cu W, considerat in raport cu orientarea data de
I, iar expresia partii autoduale a tensorului Weyl pe o suprafata Kéahler
este data de :

3
Wt = 15 ®o W,

unde w®gw reprezinta partea fara urma a produsului tensorial vazut ca
endomorfism al lui AT M. Folosind proprietatea de invarianti conforma
a tensorului Weyl, vazut ca (0, 4)-tensor, obtinem:

W, =W, =X W} = 3\ Qo @
(4.7) 4

—y—2
= —5\ "Wy @ wy = 1 ®o wWr,

4

unde £ = sA\™? este curbura scalara conforma (normalizatd) a perechii
hermitiene (g, I).

In general, curbura scalari (normalizatd) se definegte pentru orice
structura hermitiana (g, I) astfel:

(4.8) k=s+00— 10,

unde s este curbura scalara (normalizata) a metricii g, iar 6 este forma
Lee a perechii (g, I) definita prin relatia:

du)[ = —260 A Wwr.

Daci (g, I) este o metricd Kihler din clasa conforma a lui g, g = A ~2g,
atunci verificam ca are loc egalitatea:

(4.9) K =5\"2

Pe o varietate n-dimensionala, la o schimbare conforma a metricii are
loc urmatoarea relatie intre curburile scalare:

scal® "9 = N2 (scal? — 2(n — 1)5(A"'dN) — (n — 2)(n — 1) [A"HdA).
In particular, in dimensiune 4, pentru curbura scalara normalizata
obtinem:
(4.10) 5= N2(s — 6(A1dN) — | AT,
Deoarece (g = A~2g,I) a fost presupusd Kahler rezultd 6 = —\"1dA:
0=d\ %w;) = A (=22 dAAwr +dwy) = =222 (A HdAAwr +H0Awy).
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Introducénd pe 6 in (4.10) rezultid § = A2(s+066—6|?), deci conform,
definitiei curburii scalare conforme r, obtinem relatia dorita: x = sA=2.

Observatia 4.2. Observam ca s-a folosit numai faptul ca py este o 2-
forma twistor, care are in plus proprietatea ca 1-forma ( (data de
(4.6)) este exacta, ceea ce este echivalent cu faptul ca forma Ricci,
p = po+ gsw, este inchisa. Astfel suntem condusi in mod natural
la introducerea notiunii de 2-forma hamiltoniana si in continuare vom
prezenta clasificarea unei clase mai mari de suprafete Kéhler, cele care
admit o 2-forma hamiltoniana, iar dupa aceea vedem cum se reflecta
aceasta in cazul particular al suprafetelor Kéahler slab autoduale, care
admit drept 2-forma hamiltoniana forma Ricci, p.

Definitia 4.2. O 2-forma ¢ pe o suprafata Kahler (M, g, J,w) se
numeste hamiltoniand> daca este inchisa, J-invarianta si partea ei fara
urma (sau echivalent, partea antiautoduald), g, este 2-forma twistor.

In general observim c& 2-formele hamiltoniene sunt caracterizate de
un analog al identitatii Matsumoto-Tanno.

Lema 4.2. Fie (M,g,J,w)o suprafata Kdhler. Atunci o 2-forma J-
movarianta, ¢ = gag—l—%aw, este hamiltoniana daca si numai daca pentru
orice camp vectorial X are loc:

1 1
(411) VXQDOZ—§d0'(X)w—|—§(dO'/\JX—JdO/\X).

Demonstratie. Rezulta direct din Lema 4.1, la fel ca in demonstratia
Propozitiei 4.2, deoarece obtinem dyy = —%da A w daca si numai daca
B =1ido. O

— 2

In continuare, vom prezenta in urmatoarele doua teoreme, proprietati
importante ale suprafetelor Kéhler care admit o 2-forma hamiltoniana
si care reprezinta cheia clasificarii locale a acestor suprafete.

Oricarei 2-forme J-invariante

3
<p:g00+§aw

11 asociem 2-forma normalizata:
1 1

(,5 == 5900 + ZLO'W.

(de exemplu pentru forma Ricci, p, 2-forma normalizata asociata este
p=nh).

Prima proprietate ne spune ca pentru orice 2-forma hamiltoniana ¢,
urma si pfaffianul lui ¢ sunt potentiale de olomorfie. Inainte de a arita
aceasta, dam definitia pfaffianului unei forme si 1l calculam pentru .

34Din cele ce urmeazi va reiegi motivatia utilizarii termenului ,hamiltonian”, in
sensul cd vom demonstra cd o suprafatd cu o 2-forma hamiltoniana admite doua
campuri Killing hamiltoniene (c¢f. Teorema 4.1).
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Definitia 4.3. Pfaffianul unei 2-forme v, notat pf(¢)) este dat de for-
mula:

SPI() = +(0 A ),

Observatia 4.3. Folosind definitia operatorului Hodge * (¢f. Definitia
2.1): aA(x8) = g(a, B)vol, st wAw = 2vol,, avem urmatoarea rescriere
a definitiei pfaffianului:

¥ A = 3 D voly = 1 pE)w A

Pentru ¢ = %gpo + }Law, pfaffianul este:

1

5 1
(4.12) = pf(p) = 102 -3 lpol”

obtinut folosind observatia precedenta si faptul ca ¢, este antiautodu-
ala (deoarece este J-invarianta si fara urma):

1 o 1 1 1 1
—mvoly = PN P = (sp0+ —ow) A (S0 + —ow)

2 2 4 2 4

— L Aot roge nw ot A

—4900 %0 4ag00 w 16aw w
1 1

= P (*0) + gUZUOlg
1 1

=7 \gpo|2v0lg + §02vol9,

unde w A g = —w A (x¢g) = —g(w, po)vol, = 0, deoarece w este auto-

duald, iar A=M si ATM sunt ortogonale. Dacd notim A = |¢o| /v/2,

-GN ().

Teorema 4.1. Fie (M,g,J,w)o suprafatd Kihler si p = o + Sow
o 2-forma hamiltoniana. Atunci urma o st pfaffianul © ale lui ¢ =
%(po + }Law sunt potentiale de olomorfie care comuta Poisson.

Demonstratie. (1) Identitatea (4.11) se rescrie in functie de ¢ astfel:

(4.13) ngbzi(da/\JX—Jda/\X).

Diferentiem inca o data si antisimetrizam pentru a calcula Rxy - ¢:
Vy Vi — i[vyua AJTX) = Vy (Jdo A X)]

= {[Vv(do) A TX +do A Vy(JX)
— Yy (Jdo) A X — Jdo Ay X].
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Atunci, din faptul ca V este fara torsiune si J este paralel, obtinem:

Rxy - ¢ =Vixyi$ = VxVyp+ VyVxp
1
= 2(Vydo A JX = Vxdo N Y = JVydo A X + IV xdo AY)

Deoarece Rxy - ¢ este J -invariant in X gi Y avem:

(4.14)
Vydo ANJX —Vxdo ANJY — JVydo NX + JVxdo NY

:—ijdO'/\X—I—VJ)(dO'/\Y—JVJydO'/\JX—i—JVJ)(dU/\JY

Notam S(X) = Vxdo + JV ;xdo (despre care vrem sa aratam ca
se anuleaza, pentru a rezulta ca Vdo este J-invariant, ceea ce este
echivalent cu o potential de olomorfie) si (4.14) devine:

(4.15) S(Y)AJX — JS(Y)AX = S(X)AJY + JS(X)AY =0.

Ca obiect algebric, S este un endomorfism a lui 7'M, care este simetric
i J-antiinvariant, dupa cum vom arata. Atunci, contractand (4.15) cu
un camp vectorial Z si luand urma dupa Y si Z, obtinem S = 0, astfel:

g(SY),Z2)JX —S(Y)g(JX,Z)—g(JS(Y), Z)X
+9(X,2)JS(Y) — g(S(X), Z)JY—l—g(JY, Z)S(X)
+9(JS(X), 2)Y —g(Y,2)J5(X) =

Fie {e1,es = Jey, e3,e4 = Jes} o baza locala ortonormata adaptata i
consideram urma dupa Y si Z a identitatii de mai sus:
g(S(ei),e)JX — S(e)g(JX,e;) —g(JS(e;),e;) X
(4.16) +g(X,e;)JS(e;) — g(S(X), e;)Je; + g(Jes, e;)S(X)
+9(JS(X), ei)ei — g(ei, €) JS(X) =
Cum JS gi J sunt antisimetrice fata de g, urma lor este zero si termenii

din suma corespunzatori dispar. La fel avem (tot cu sumare dupa
i=1,4):

9(S(ei), e:) = g(JS(e:), Jes) = g(=S(Jei), Jes) = —g(S(ei), e),
de unde obtinem g(S(e;),e;) = 0; ultima egalitate a rezultat din fap-

tul ca sumarea dupa {Je;} este acelagi lucru cu sumarea dupa {e;}.
Asemanator obtinem:

9(JS(X),ei)ei — g(S(X), e:)Je; = g(JS(X), Je;) Jei + g(S(X), Je;)e;
—[9(JS(X), ei)ei — g(S(X), e) Jei],
deci g(JS(X),e;)e; — g(S(X),e;)Je; = 0 si din suma (4.16) ramane:
—S(JX)+ JS(X)—-4JS(X)=0

Cum S anticomuta cu J rezulta S = 0, adica V jxdo = JV xdo, ceea
ce este echivalent cu grad o real analitic, deci rezulta ca o este potential
de olomorfie.
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A ramas sa aratam proprietatile lui S: simetria si J-antiinvarianta.
S(JX) =V xdo— JVxdo =—J(Vxdo+ JV ;xdo) = —J(S(X)).
g(S(X), Y) = g(VXdO', Y) + g(JVdeU, Y)

= X<g<d07 Y)) - g(dO’, VXY) - g(VJXdO', JY)
= X(do(Y)) —do(VxY)—JX(do(JY)) 4+ do(V;xJY)
= X(Y(0)) = (VxY)(0) = JX(JY (o)) + (VsxJY)(0).
Atunci avem si :
9(X,5(Y)) =Y(X(0)) = (VyX)(o) = JY(JX(0)) + (VsyJX)(0).
Scazand ultimile doua relatii, obtinem:
9(S(X),Y) — g(X,5(Y)) =0,
deci S este simetric in raport cu metrica g.
(ii) Din (4.13) rezulta:
1
(4.17) (Vxp) N g = 5(X A Jdo A @),

deoarece avem do A JX N ¢ = X A Jdo N ¢, pentru ca ambele fiind
4-forme este suficient sa fie egale pe baza e; A Jey A eg A Jeg, ceea ce
se verifica direct, tinand cont de relatia:

JdoNIX Np) =X NJdo N p.

Cum %mjolg = @ A @, derivand in raport cu X si inlocuind (4.17)

obtinem:
drn(X)vol, =2X N Jdo A @.
drn(X) =2* (X N Jdo A Q)
= =2X_x (Jdo A @.)
Astfel am obtinut:
(4.18) dr = =2 (Jdo A ),
si , folosind din nou (4.13), avem urmatoarea expresie pentru derivata

covarianta a lui d:
Vxdr =—=2%(JVxdo Ao+ Jdo AN VxQ)

1
=—2%(JVxdo Ao+ ZJda/\da/\ JX).

Al doilea termen din partea dreapta a egalitatii este J-invariant si la
fel este primul, deoarece am aratat la punctul (i) ca o este potential
de olomorfie. Rezulta astfel ca si m este potential de olomorfie.

(iii) Contractand (4.18) cu Jdo obtinem:

{o,7} = w(Jdo, Jdr) = —g(dmr, Jdo)
= —dn(Jdo) =2Jdos* (Jdo \ Q)
= *(Jdo N\ Jdo N @) = 0.

Rezulta astfel ca o §i m comuta Poisson. O
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Observatia 4.4. Campurile hamiltoniene corespunzatoare potentialelor
de olomorfie o §i 7, K1 = Jgrado si Ky = Jgradm, sunt Killing
in raport cu metrica g, conform echivalentei stabilite in Observatia
2.1. In plus, cum o i m comuta Poisson, rezulta ca si campurile Ky
si Ky comuta, datorita relatiei: [Xp,Xp] = X(p p), unde Xy este
campul hamiltonian asociat functiei f. De asemenea, am vazut in
demonstratie, ca cele doua campuri Killing sunt ortogonale in raport
cu w: w(Ky, K) =0.

Observatia 4.5. In general, campurile Killing vectoriale K; si Ky nu
rezulta nenule sau independente. Spre exemplu, daca o este constanta,
atunci ambele campuri se anuleaza deoarece forma ¢, rezulta paralela

din (4.11).

Urmatoarea consecinta importanta a teoremei reprezinta punctul de
plecare 1n clasificarea suprafetelor Kahler care admit o 2-forma hamil-
toniana.

Corolarul 4.1. Cu aceleasi ipoteze ca in teorema, pe fiecare compo-
nenta conexa a varietatic M, are loc una din urmatoarele situatii:

(1) Ky A Ky este nenuld pe o multime deschisa densd,

(2) K1 A Ky se anuleazd identic, dar Ky este nenul pe o mulfime
deschisa densay

(3) Ky si Ky se anuleazd identic.

Demonstratie. K, si K sunt in particular campuri vectoriale reale
analitice (i.e. Lx,J = Lg,J = 0), astfel incat K° si K,° sunt
campuri vectoriale complexe olomorfe, deci si Kll’0 A K21’0 este camp
vectorial olomorf. Astfel, pe fiecare componenta conexa a lui M, con-
form principiului de identitate, fiecare dintre aceste campuri olomorfe
fie se anuleaza identic, fie este nenul pe o multime deschisa densa. Cu
observatia ca anularea campului K; implica gi anularea celuilalt camp
Killing, K5, corolarul este demonstrat. Presupunand K; identic nul,
rezultd ca o este constanta si atunci din (4.11) rezulta ca g este para-
lela, deci |¢p| este constanta gi conform (4.12) functia 7 este constanta,
deci Ky = J grad 7 este identic nul. U

Observatia 4.6. In al treilea caz, in care campurile K5 si K5 se anulea-
za identic, 2-forma hamiltoniana ¢ nu contine, in cazul general, multa
informatie despre geometria varietatii M (ar putea fi numai un multiplu
constant al formei Kéhler w), dar in primele doua cazuri vom prezenta
in sectiunile urmatoare clasificarea locala a suprafetelor Kahler care
admit o 2-forma hamiltoniana, care a fost realizata in [ACGO03].

In continuare prezentam o alta consecinta importanta, de data a-
ceasta a corolarului, care ne va permite sa facem rationamente de pre-
lungire prin continuitate pentru a obtine rezultate globale. Notam cu
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My multimea deschisa a lui M unde ¢, (partea fara urma a 2-formei
hamiltoniene ¢) este nenula.

Corolarul 4.2. Daca ¢ este o 2-forma hamiltoniana pe o suprafata
Kahler M, atunci, pe fiecare componenta conexa a lui M, multimea
My este vida sau densd.

Demonstratie. Pe fiecare componenta conexa a lui M exista doua posi-
bilitati pentru campul vectorial Killing K; = Jgrad o: fie este identic
zero, fie multimea unde nu se anuleaza este densa.

In primul caz, daca K; se anuleaza peste tot, atunci am vazut ca
forma g este paralela, deci |pg| este constanta si atunci forma g fie
se anuleaza peste tot, 7.e. M, este vida, fie nu anuleaza nicaieri, i.e.
My coincide cu respectiva componenta conexa.

Daca K; nu este identic zero, atunci multimea U, pe care do nu se
anuleaza, este densa. Deoarece Vg nu se anuleaza pe U (daca intr-un
punct z are loc (Vy), = 0, rezulta (dyg). = 0, echivalent cu —%(da A
w), = 0 gi cum Aw este injectiva, rezulta do, = 0, adica x nu apartine
lui U), rezulta ca multimea de zerouri ale lui ¢y are complementara,
notata My, densa in componenta conexa respectiva. U

Pentru orice 2-forma hamiltoniana ¢, scriem sub urmatoarea forma
urma o si pfaffianul 7 ale 2-formei normalizate asociate ¢:

o=§+n, w={En,

atunci A = |¢o| /v/2 = 1(£—n). Cu aceste notatii enuntam a doua pro-
prietate importanta a suprafetelor Kéhler care admit o 2-forma hamil-
toniana.

Teorema 4.2. Fie ¢ o 2-forma hamiltoniana pe o suprafata Kdhler
M. Atunci pe fiecare componentd conexa a lut M, pe care forma pg nu
se anuleaza identic, d§ si dn sunt ortogonale.

Demonstratie. Contractand (4.11) cu ¢y, care este o forma J-invarian-
ta, avem:

1
<VX9007(100> = 5 (900(d07 JX) - (:00<JdU>X)) = _SDO(JdU?X)a

de unde rezulta:
1
(419)  2MdA = d(X*) = Sd(|pol") = (Veo, o) = —o(Jdo, ).

Deoarece ¢, este o 2-forma J-invarianta, se identifica cu ajutorul
metricii cu un endomorfism antisimetric al fibrarii TM, care comuta
cu J gi pe care il notam tot ¢y. Aceeasi proprietate o are atunci si
endomorfismul ¢y o J, care in plus este gi simetric. De aceea g o J
are toate valorile proprii reale gi orice valoare proprie are multiplici-
tate para (o datd cu un vector propriu X si JX este vector propriu
corespunzator aceleiagi valori proprii). Cum ¢ o J are urma zero,
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rezulta ca are doua valori proprii reale de multiplicitate doi fiecare,
opuse ca semn. Deci putem scrie (pg o J)? = a?Id. De fapt, are
loc: o = A = || /v/2 (deoarece |¢g o J|* = 402, iar pe de altd parte
lo o J| = |eo| |J] = V2 |¢ol), si atunci rezulta:

(oo J)? = Nd.

De aici i din (4.19) deducem c& ¢y = —iAdo si rezultd urmétoarele:

(4.20) wooJ (%" + d/\) = - (%" + dA) ,

(4.21) wooJ (dg — d)x) =\ <d70 — d)x) .

Aceasta inseamna ca formele d§ = %” +d\gidn = %" —dA\, atunci cand
nu sunt zero, sunt forme proprii ale endomorfismului simetric ¢ o J,
corespunzatoare valorilor proprii —\, respectiv A; in particular rezulta
ca sunt ortogonale pe multimea deschisa My, pe care A (i.e. ) nu se
anuleaza. Conform Corolarului 4.2, aceasta multime, care din ipoteza
nu este vida, este densa, deci, prin continuitate, rezulta ca formele d¢
si dn sunt ortogonale peste tot pe componenta conexa respectiva. [

Observatia 4.7. Pe multimea My, unde A nu se anuleaza, avem ¢y =
Awr si (4.19) poate fi rescrisa astfel:

(4.22) Ido = 2JdA.

Intr-adevar, presupunand numai ci @ este 2-forma twistor, @ = A3y,
este inchisa si pentru ¢ = g + %aw calculam derivata exterioara:

1
dp =d (goo + gaw> = 3)\2d)\/\@+gda/\w =3 (d)\ A wr + §d0 A w> .

Deci ecuatia (4.22) este adevarata daca si numai daca forma ¢ este
inchisa, deoarece aratam in general echivalenta:

(4.23) la=J0 < [fAwi=—-aAuwy,

unde « si B sunt 1-forme, iar I, J structuri complexe care comuta si
induc orientari opuse.

Necesitatea: Este suficient sa aratam egalitatea: J(GAwr) = —J(aA
wy) , adica JBAw; = —Ja Awy (deoarece wy §i wy sunt J-invariante),
ceea ce, folosind ipoteza, este echivalent cu:

TaNwr=—-—JaAwy.

Aplicam operatorul * (corespunzator orientarii date de J), care este un
izomorfism, si obtinem:
x(Ta ANwy) = Tasxwr = las(—wr)

4.24
( ) =—Jaw;=—-Jasxwy;=*(—JaAwy).
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Suficienta: Rezulta analog considerand implicatiile in sens invers.
Aplicand J si apoi * egalitatii din ipoteza se obtine;
JPowr = Jawy,

de unde rezulta J3 = I«, sau, echivalent, I3 = Ja.
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5. O PRIMA CLASIFICARE A SUPRAFETELOR KAHLER SLAB
AUTODUALE

Revenind la suprafetele Kahler slab autoduale, vedem ce implicatii
au in acest caz particular rezultatele generale obtinute in sectiunea
precedenta pentru orice suprafata Kahler care admite o 2-forma hamil-
toniand.

In aceasta sectiune (M, g, J,w) este o suprafata Kahler slab autodu-
ala gi consideram 2-forma hamiltoniana ¢ = p, astfel incat ¢y = po, iar
urma si pfaffianul formei normalizate asociate (care este forma Ricci
normalizata, p(+,-) = h(J-,-)) sunt: o = s, curbura scalara normalizata

. t o 1.2 1 2 . d t . .
si respectiv m = p = 35° — 5 |po|” s avem evident scrierea:
-1 1
p = =po+ TSw.

2

Consideram urmatoarea definitie”:

4

Definitia 5.1. O metrica Kahler se numeste extremala daca curbura
scalara este potential de olomorfie si biextremala daca atat curbura
scalara (normalizata) s = trp, cat si pfaffianul formei Ricci normal-
izate, p = pf(p), sunt potentiale de olomorfie.

Deoarece orice suprafata Kéahler slab autoduala admite 2-forma ha-
miltoniana p, atunci in particular sunt adevarate rezultatele din secti-
unea precedenta. Astfel din Teorema 4.1 rezulta direct:

Propozitia 5.1. O suprafata Kdahler slab autoduala este biextremald.

Observatia 5.1. Pe o suprafata Kéahler biextremala, potentialele de olo-
morfie s si p comuta automat Poisson, deoarece K, este camp Killing
si o data cu metrica pastreaza toate ,obiectele” care deriva direct din
ea, in particular curbura scalara, deci are loc ds(K3) = 0.

Observatia 5.2. Pentru o suprafata Kahler slab autoduala, Teorema 4.2
implica ortogonalitatea dintre d¢ si dn, unde s = £ +nsi p = &n. Vom
vedea 1n sectiunea urmatoare ca este adevarat si reciproc: o suprafata
Kahler biextremala care satisface aceasta conditie de ortogonalitate
este slab autoduala.

Am vazut in Corolarul 4.2 ca multimea deschisa M, pe care partea
fara urma, ¢y, a unei 2-forme hamiltoniene ¢ este nenula, este fie
vida, fie densa pe fiecare componenta conexa a varietatii M. Pen-
tru o suprafata Kahler slab autoduala (M, g, J,w), forma Ricci, p, este
hamiltoniana si M, este multimea punctelor in care g nu este Kahler
-Einstein.

35T anexa B dam justificarea utilizarii notiunii de ,metrica extremald”, care a
fost introdusa de E.Calabi in [Cal82], unde apare in mod natural ca punct critic al
unei functionale.
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Avem nevoie in continuare de urmatorul rezultat general observat
de Derdziniski in [De83]: pentru orice suprafata Kéhler (M, g, J), a
carei curburd scalard s nu se anuleazi, metrica conforma § = s 2g
satisface d9W* = 0; in plus, pana la omotetii, este unica metrica din
clasa conforma [g] care are aceasta proprietate. Aceasta rezulta din
faptul ca tensorul Cotton-York autodual al oricarei suprafete Kahler
poate fi scris sub forma3%:

ds
(5.1) CTH(X)=-W* (— A X) :

s
iar pe de alta parte tensorii Cotton-York autoduali ai metricilor din
aceeasi clasa conforma, ¢ si f2g, sunt legati prin relatia:

(5.2) C’+f_29(X) =C™I(X)+WT <% A X) )
Rezulta astfel din (5.1) ca tensorul Cotton-York autodual al metricii
s72g se anuleaza identic; in plus, deoarece W™ nu are nucleu (cand cur-
bura scalara s nu se anuleaza), din (5.2) rezulta ca aceasta proprietate
caracterizeaza metrica s~2g pana la un multiplu constant.

Utilizand acest rezultat putem demonstra urmatoarea lema:

Lema 5.1. Fie (M,g,J,w) o suprafata Kdhler slab autoduald si, ca
masi inainte, notam cu My multimea deschisa unde py nu se anuleaza.
Atunci, pe fiecare componenta conexa a lui My, curbura scalara 5 a lui
G = \"2g este un multiplu constant al lui \7':

5=c\ !,

unde A = % este valoarea proprie pozitiva a lui Ricy si ¢ este o cons-

tanta.

Demonstratie. Aplicam rezultatul precedent perechii Kéhler (g, 1) pe
multimea M si metricii conforme g = A\2g. Din ipoteza avem §9W~ =
C~ = 0, unde, de fapt, W~ este tensorul Weyl autodual al lui g fata
de orientarea indusa de I. Din proprietatea de unicitate mentionata,
rezulta ca, pe multimea unde 5 nu se anuleaza, g coincide cu 5 2g
pana la o rescalare, i.e. 5 este local un multiplu constant al Iui A7
Acelagi lucru este insa adevarat si in interiorul multimii de zerouri ale
lui 5, deci, datorita continuitatii lui 5 pe My, rezulta 5 = cA~! pentru o
anumita constanta c pe fiecare componenta conexa a multimii M,. [

Un rezultat global poate fi obtinut folosind curbura scalara conforma
k = 5\"2. Deoarece tensorul Weyl antiautodual al lui g este dat de

formula: W~ = 2kw; ® wy, rezulta ca pe multimea M, % este egal

4
12 Ay . . . . .
cu [W~|” pana la un factor numeric, deci putem extinde x prin conti-

nuitate la inchiderea multimii M,. De asemenea functia A este global
definita si continua. De aici, folosind faptul ca inchiderea multimii M,

36Formulele (5.1) si (5.2) sunt demonstrate de exemplu in [De83].
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este o reuniune de componente conexe ale varietatii M, putem rescrie
Lema 5.1 astfel:

Propozitia 5.2. Fie (M,g,J,w) o suprafata Kdhler slab autoduala.
Atunci, pe fiecare componenta conexda a varietatic M, pe care py nu
este identic nula, curbura scalara conformd k a perechii hermitiene
(g,1) este legata de A prin formula:

(5.3) KA = ¢,

unde c este constanta din Lema 5.1. In plus, ¢ = 0 daca st numai daca
W= =0 pe acea componenta conexa.

Aceasta propozitie ne da o prima clasificare a suprafetelor Kéahler
slab autoduale.

Teorema 5.1. Fie (M, g, J,w) suprafata Kdhler slab autoduald conezxa.
Atunci:

(1) po este identic zero, deci (g, J) este Kdhler -Finstein; sau

(2) curbura scalard s a lui g este constanta, dar py nu este identic
zero, atunci (g, J) este local produsul Kdhler a doud suprafete
Riemann de curburi constante; sau

(3) s nu este constanta si g este autoduala (W~ =10); sau

(4) W= si po nu se anuleazd nicdieri, atunci metrica Kdhler (g =
A"2g,1) datd de Propozitia 4.1 este extremald si global definitd
pe M.

Demonstratie. Daca curbura scalara s este constanta, atunci din (3.4),
identitatea Matsumoto-Tanno, rezulta ca pg, deci si forma Ricci, p, este
paralela. Atunci g este fie local ireductibila si rezulta Einstein (cazul
(1)), fie (g, J) este local un produs Kéhler de doua suprafete Riemann
de curburi constante (cazul (2)).

Daca s nu este constanta, atunci pg nu este identic zero (altfel, metri-
ca ar fi Einstein, ceea ce, in dimensiune mai mare ca 3, implica automat
curbura scalara constanta) si , conform Corolarului 4.2, multimea My,
pe care py nu se anuleaza, este densa in M. Din Propozitia 5.2 stim
ca produsul KA® este constant. Daci aceasta constantd este zero,
atunci curbura scalara conforma k trebuie sa fie identic nula (deoarece
multimea unde A = |po| /v/2 se anuleazi are complementara densa), de
unde rezultd W~ = 2kw; @owy = 0, i.e. M este autoduald (cazul (3)).
Daca constanta este nenula, atunci x si A nu se anuleaza in nici un punct
al varietatii M, deci My = M si perechea Kahler (g = A\ ~2g, 1) este
definita pe M. Pentru o suprafata Kahler slab autoduala avem C~ = 0
siW— = %K’,w[ ®wr si inlocuind in formula (2.9), obtinem ca forma Bach
B este un multiplu al lui Kpg, deci un multiplu al lui w;. Rezulta astfel
ca tensorul Bach al metricii g este I-invariant (deoarece tensorul Bach
este conform invariant) si , conform Propozitiei 2.6, rezulta ca (g, 1)
este o metrica Kéhler extremala (cazul(4)). O
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Deoarece metricile Kéahler -Einstein i produsele Kahler de suprafete
Riemann au fost mult studiate, in cele ce urmeaza vom considera cazul
suprafetelor a caror curbura scalara nu este constanta, i.e. cazul in
care campul vectorial K; este nenul pe o multime deschisa densa. In
Sectiunea 6.1 analizam cazul generic, in care campurile Killing hamil-
toniene K; = Jgrads si Ky = Jgradp sunt independente, iar in
sectiunea 6.2 prezentam cazul in care K; A Ky se anuleaza identic,
dar K, nu este identic nul. In ambele sectiuni se obtine mai intai o
clasificare locala explicita in cazul mai general al suprafetelor Kéahler
care admit o 2-forma hamiltoniana.
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6. DESCRIEREA LOCALA A SUPRAFETELOR KAHLER SLAB
AUTODUALE

Aceasta sectiune cuprinde clasificarea locala propriu-zisa a suprafete-
lor Kahler slab autoduale. Vom prezenta mai intai clasificarea in cazul
mai general al suprafetelor Kéhler care admit o 2-forma hamiltoniana,
iar dupa aceea observam cum se reflecta aceasta in cazul suprafetelor
Kahler slab autoduale.

Am vazut deja ca pe o suprafata Kéahler, care admite o 2-forma
hamiltoniana ¢, in particular pe o suprafata Kéahler slab autoduala,
urma o gi pfaffianul 7 ale 2-formei normalizate asociate, ¢, sunt poten-
tiale de olomorfie ale campurilor Killing hamiltoniene K = J grad o si
Ky = Jgradm si in plus, o gi m comuta Poisson, i.e. w(K7, Ky) = 0.

Corolarul 4.1 ne spune ca exista trei posibilitati pentru campurile
vectoriale Ky si Ko:

(i) K si K5 sunt liniar independente:

Acest caz 1l prezentam in continuare in sectiunea 6.1, unde intro-
ducem notiunea de suprafata Kéhler ortotorica (pentru care Propozitia
6.2 ne da descrierea locala) gi aratam ca o suprafata Kéhler este or-
totorica daca si numai daca admite o 2-forma hamiltoniana ale carei
campuri Killing asociate sunt liniar independente (c¢f. Teorema 6.1).

(il) K7 si K5 sunt liniar dependente:

Sectiunea 6.2 contine prezentarea acestui caz, in care suntem condusi
la introducerea notiunii de suprafata de tip Calabi (pentru aceste su-
prafete Propozitia 6.6 ne da descrierea locala) si aratam ca o suprafata
Kahler este de tip Calabi daca si numai daca admite o 2-forma hamil-
toniana ale carei campuri Killing asociate sunt liniar dependente sau
este local produsul Kéhler a doua suprafete Riemann, dintre care una
admite un camp Killing (¢f. Teorema 6.3).

(iii) K; si Ko sunt identic nule:

In cadrul general al suprafetelor Kéhler care admit o 2-forma hamil-
toniana, acest caz nu contine multa informatie despre geometria va-
rietatii (este posibil ca forma ¢ si fie numai un multiplu al formei w;*7).
In cazul particular al metricilor Kéhler slab autoduale, considerand
drept 2-forma hamiltoniana forma Ricci, din ipoteza K; = Ky = 0,
rezulta ca forma p este paralela gi atunci metrica este fie Kahler -
Einstein, fie local produsul Kahler a doua suprafete Riemann de cur-
bura constanta.

In primele doua cazuri, dupa prezentarea descrierii locale a suprafe-
telor ortotorice, respectiv de tip Calabi, deducem forma locala a metri-
cilor suprafetelor Kahler care admit o 2-forma hamiltoniana i cum se
particularizeaza aceasta in cazul metricilor extremale, biextremale si
slab autoduale.

3T Aici notatia este ca in Sectiunea 3, unde @o = |@o| /v2wy.
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6.1. Cazul I: K; si K, liniar independente.

6.1.1. Suprafete ortotorice. incepem prin a reaminti definitia si de-
scrierea locala a suprafetelor Kahler torice, iar dupa aceea definim
suprafetele Kahler ortotorice.

Definitia 6.1. O suprafata Kéhler (de obicei compacta) (M, g, J,w)
se numeste torica®® dacd admite doua campuri vectoriale Killing olo-
morfe, K si Ks, care sunt independente pe o multime deschisa densa
si satisfac: w(K7, K3) = 0.

Deoarece ne intereseaza geometria locala a suprafetelor torice, vom
considera in cele ce urmeaza K §i K5 liniar independente peste tot, iar
x1 §1 x9 aplicatiile lor moment global definite. Conditia w(Ky, Ky) =0
este echivalenta cu faptul ca functiile x; si x5 comuta Poisson. De
asemenea, are loc: [K7, K3 = 0, si , deoarece campurile Ky, Ky, JK; i
J K5 sunt olomorfe, rezulta ca toate comuta intre ele. Rezulta astfel ca
distributiile de rang 2: II, generata de K si K» si J1I, generata de J K,
si J K5, sunt integrabile conform teoremei lui Frobenius gi ortogonale,
deoarece (JK1, Ky) = 0. In particular, campurile Ky, K, JK; si JK,
formeaza un reper. Deoarece comuta intre ele, rezulta ca reperul dual
este format din 1-forme inchise®®, deci pot fi scrise astfel: dt;, dts,
Jdty, Jdty, unde ty si to sunt functii definite numai local gi pana la o
constanta aditiva. Observam ca are loc: K; = a%.

Folosind definitia bazei duale si faptul ca x; si x5 sunt aplicatiile
moment ale campurilor K si respectiv K5, adica avem dx; = — K, _w,
se verifica direct egalitatile urmatoare de 1-forme, deoarece iau aceleasi
valori pe baza { Ky, Ko, JK1, JKy}:

|K2|2 d(L’l — <K1, K2>d.T2

Jdt = )
' Ky A K

Jdt _ |K1|2d(L’2— <K1,K2>dl’1
? Ky A K

38Denumirea de varietate toricii este justificatd de o definitie echivalenti, care
cere ca pe varietate sa existe o actiune simplectica a unui tor de dimensiune maxima
(i.e. jumétate din dimensiunea reald a varietatii), in cazul nostru de dimensiune 2,
iar campurile care apar in definitie sunt campurile fundamentale asociate unei baze
a algebrei Lie a torului respectiv.

390n general, daci {X1,...,X,} este un reper (local) pe o varietate n-
dimensionala, format din cAmpuri vectoriale care comuta intre ele, atunci reperul
dual, {aq,...,ay}, este format din 1-forme inchise, dupd cum rezultd in continua-
re. Daca a; este o forma din reperul dual, pentru ca do; sa fie zero, este suficient
s& se anuleze pe orice doua campuri din reperul initial, X; si X3. Din definitia
derivatei exterioare avem: da;(X;, Xi) = X, (0 (X)) — X (i (X;)) — o ([ X5, X))
Deoarece campurile comuta avem [X;, Xj] = 0, iar baza fiind duald rezulta ca
a;(X;) st o;(Xy) sunt constante (fie 0, fie 1) si atunci se anuleazd si primii doi
termeni; deci «; este inchisa pentru orice i = 1, n.
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Notand cu G;; matricea 2x 2 pozitiv definita si simetrica de functii de
doua variabile (functiile depind numai de variabilele x; si =5, deoarece
Jdty si Jdts sunt 1-forme inchise) care s-a format:

|Ka|? _ (K1,K>o)
G = \Kl/\K2|2 \Kl/\£(2|2
(K1,K2) | 2] ’

O KiAKs?  |[KiAKS?
rezulta

j=1,2
iar aceste 1-forme sunt inchise daca si numai daca G;; este hessiana
unei functii in variabilele x; §i zo, ceea ce rezulta folosind Lema lui
Poincaré.

Urmatoarea Propozitie’® ne da clasificarea explicitd a suprafetelor

Kéhler torice, care apare de exemplu in [Ab98] sau [Gui94].

Propozitia 6.1. Fie Gi; o matrice simetrica pozitiv definita 2 X 2 de
functii de doua variabile x1,x9, cu inversa GY. Atunci metrica data
de:

Z(Gmdwld% + G”dtzdtj)

2
este aproape-Kdahler cu forma Kdhler :

w = dﬂfl N dtl + dilfg A dtg

si are campurile Killing hamiltoniene independente 0/0ty, 0/0ty cu
aplicatiile moment care comuta Poisson, x1 §t xo.

Reciproc, orice structura aproape Kahler cu o asemenea pereche de
campuri Killing este de aceasta forma (unde t; sunt definite local pana
la o constanta aditiva) si este Kdhler daca si numai daca Gy este
hessiana unei functii de x1 $1 x5.

Teoremele 4.1 gi 4.2 motiveaza introducerea urmatoarei definitii:

Definitia 6.2. O suprafata Kéhler (M, g, J,w) se numeste ortotorica
daca admite doua campuri vectoriale Killing hamiltoniene indepen-
dente cu aplicatiile moment care comuta Poisson, &n si & + 7, astfel
incat d€ si dn sunt ortogonale.

Observatia 6.1. Conditia impusa, in definitie, campurilor Killing sa fie
hamiltoniene este mai restrictiva, pentru studiul global, decat conditia
de a fi olomorfe, deoarece avem urmatoarele implicatii: daca X este
camp Killing hamiltonian, atunci rezulta ca X este olomorf, iar reciproc
exista o varianta locala: daca X este Killing si olomorf, atunci rezulta
local hamiltonian. Ambele se pot verifica folosind formula lui Cartan

40D&m numai enuntul acestei propozitii, deoarece in cazul particular care ne
intereseaza, cel al suprafetelor Kéhler ortotorice, vom da demonstratia completa in
Propozitia 6.2.
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aplicata formei w: Lxw = Xidw + d(X _w) si faptul ca, pentru un
camp Killing X, este adevarata echivalenta: Lxw =0« LxJ = 0.

Propozitia care urmeaza ne da clasificarea locala explicita a suprafe-
telor Kahler ortotorice, care poate fi obtinuta din Propozitia 6.1 printr-
o schimbare de coordonate si impunand ortogonalitatea lui d€ si dn.
Aceasta conditie de ortogonalitate face ca metrica sa nu depinda, ca
in cazul general, de o functie de doua variabile, ci de doua functii
de o variabila, fapt ce simplifica rezolvarea ecuatiilor diferentiale care
intervin, deoarece acestea devin ordinare.

Propozitia 6.2. Structura aproape hermitiand (g, J,w) definita de:

(6.1)
e dg? B dn 1 2 )2
5= (€0) (g — s e (P +nda)? = Gl + 6031,

_ F© _ &€ mdn
(6.2) Jd¢ = ﬂ(dt +ndz), Jdt = “FE oo
(6.3) Jdn = %(dt—kfdz), Jdz = %#L%
(6.4) w=d¢ A (dt +ndz) + dn A (dt + £dz),

este o structura Kahler ortotorica pentru orice functii F',G de o varia-
bila. Reciproc, orice suprafata Kahler ortotorica este de aceasta forma,
unde t 1 z sunt functit definite local pana la o constanta aditiva.

Demonstratie. (i) Forma Kéahler poate fi scrisa sub forma urmatoare:

=d(+n)Ndt+d(&n) Ndz,

kel

care este inchisa. Verificam prin calcul direct ca &

Killing hamiltoniene care comuta Poisson.

0 0
57 = aJ( (E+m) Adt+d(&n) Ndz) = —d(€ + ),

de unde rezults ca & = J grad(§ +n), deci campul este hamiltonian
cu aplicatia moment £ + 7. Analog rezulta ca si - este camp hamilto-

si % sunt campuri

nian cu aplicatia moment &7. In plus, aceste aphca‘gu moment comuta
Poisson:

o 0
{€+n,&n} = w(J grad(€ +n), J grad(én)) = (a 8_)
0
ANdt +d Ad
= (d(& +n) Adt + d(&n) z)(at )=
Deoarece am vazut ca gt si 88 sunt campuri hamiltoniene, a arata ca

sunt Kllhng este echivalent cu a arata ca sunt olomorfe. De exemplu,
pentru 2 5 @ fi olomorf inseamnd ca pentru orice camp vectorial X, are

loc [815’ JX]| = J[at, X], relatie care, conform formulei de calcul pentru
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paranteza Lie ([fX,gY] = fg[X, Y]+ fX(9)Y — gY (f)X pentru orice
campuri vectoriale X, Y gi orice functii f, g), rezulta din egalitatile:
[2,72]1=0,[2,J2]=0,[2, Ja%] =0si[2, Ja%] = 0, care se verifica
utilizand formulele (6.2) ce definesc structura J si faptul ca parantezele
Lie ale campurilor din baza locala determinata de fixarea coordonatelor
(&,1m,t, z) se anuleaza, iar coeficientii campurilor J%, J%, Ja% si ‘]a%
sunt functii numai de variabilele £ si n. Analog rezulta ca si campul %
este Killing.

A ramas sa aratam ca structura aproape complexa J este integrabila.
Conform Propozitiei 2.3, este suficient sa vedem ca 1-formele dt +iJdt
si dz + iJdz sunt inchise, deoarece ele formeaza o baza a lui AMOM.

Dar aceasta rezulta direct astfel:
dww+Uﬁ):—m<éﬁé+lﬁi>zo,

F(§) G
ﬂ@+¢ﬂhy_m<§%5+é%5)_0.

Rezulta atunci ca suprafata este Kahler ortotorica.

(i) Reciproc, fie (M, g, J,w) o suprafata Kéhler ortotorica, ale carei
campuri Killing hamiltoniene sunt K; si K5. Deoarece campurile K7,
Ky, JK; si JK, comuta intre ele, rezulta ca baza duala este formata
din 1-forme inchise, deci este de forma {dt,dz, Jdt, Jdz}, unde t si 2z
sunt definite local pana la o constanta aditiva. Daca notam & + n si
&n aplicatiile moment pentru K si respectiv K, atunci rezulta ca dé,
dn, dt si dz sunt 1-forme liniar independente, deci putem considera
sistemul de coordonate dat de (&,7,t,2). Observim ca avem: K; = 2

ot
si K = 2.
Deoarece (Jdz)(K;) = 0si (Jdz)(K,) = 0, putem scrie:
dg | dn
Jdr =244
TF e

unde, deoarece Jdz este inchisa, rezulta ca F' gi G sunt functii numai
in variabilele £ gi 1. Din ecuatiile:

0=Jdz(JK,) = (Kjuw)(Jdz) = —d(§ + n)(Jdz) = —(Jdz,d§ + dn),
0 = Jd2(JT ) = (Kpow)(Jdz) = —d(€n)(Jd2) = —(Jdz, ndé + Edi),
si din ipoteza de ortogonalitate, (d§,dn) = 0, rezulta F' = ]d£|2 (&—mn)

si G = |dn|” (n — €). La fel obtinem urmétoarea expresie pentru Jdt,
unde F' si G sunt aceleasi functii ca mai sus:

_8d€_ ndn

F G

Aratam ca din inchiderea 1-formelor Jdt si Jdz, rezulta urmatoarele
egalitati: (£ —n)F, = 0si (n — §)Ge = 0, care, deoarece  # 1 (pre-
supunand £ = 7, ar rezulta ambele constante, deoarece d§ este perpen-
dicular pe dn, deci campurile K7 si K5 ar fi identic nule, contradictie

Jdt =
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cu independenta lor din definitie), implicd F' = F(§) si G = G(n).
Cum J? = —Id rezulta ca structura complexa J este data de formulele
(6.2). Folosind ortogonalitatea in raport cu w a campurilor K7 = 2 si
K, = % si relatiile Kjaw = —d(§ +n) si Kow = —d(&n), rezulta ca
forma Kéhler w este data de formula w = d(§ +n) A dt + d(En) A dz,
adica de (6.4), de unde rezulta ca si expresia metricii g este data de

(6.1). 0

Observatia 6.2. Pe orice suprafata Kéhler ortotorica (M, g, J,w) avem
o structura antiautoduala aproape complexa, I, a carei forma Kahler ,
wr, este data de:

de A Jde dn A Jdn
wr = 7 2
(6.5) |d¢| |dn|
=d¢ A (dt 4+ ndz) — dn A (dt + &dz),

sau, echivalent:

F(¢) §d€ | mdn
6.6 Id¢ = Jd§ = —=(dt + ndz), ldt = ——=— + ——,
(&) o) FE Gl
G(n) d§ dn

6.7 Idn=—Jdn=——=3(dt+&dz), Ildz=—"~———.
&0) g Ed) P& G

Pentru a arata ca w; este antiautoduala, adica *xw; = —wj, este
suficient sa verificam ca are loc w Aw = —w; Awy, ceea ce rezulta direct

din definitia lui wy:
wiAwr =26 —ndENdypANdtNdz = —w Aw.

Propozitia 6.3. Pentru orice suprafata Kdhler ortotorica, structura
aproape hermitiand (g = (£ —n)~2g, 1) este Kdhler.

Demonstratie. Folosind acelasi argument ca in demonstratia Propo-
zitiei 6.2 (i), rezultd ca structura I definitd de formulele (6.6) este
integrabila, deoarece Idt si Idz sunt inchise.

Aratam ca 6, forma Lee a perechii hermitiene (g, ), care este definita
prin ecuatia: dw; = —20 Awy, este egala cu —dlog | — n|. Din definitia
formei w; data de (6.5) obtinem:

dwy = —2d& N dn N dz,
iar pe de alta parte calculam:

(d€ — dn)
£ —
1

=dé Ndnp Ndz = _§dwl’

—dlog|€ —n| ANwyr = — A [dE N (dt +ndz) — dn A (dt + €dz))

de unde rezulta:

(6.8) 0 = —dlog|¢ —n].
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Aceasta implicd si inchiderea formei @ = (£ — ) 2wy, astfel:
do = —=2(& —n)7>(d€ — dn) Awr + (€ =) (=20 Awr) =0,
deci structura (g = (£ —n)~2g, I) este Kahler. O

Observatia 6.3. In particular, rezulta ca, pe orice suprafata Kéahler
ortotorica, tensorul Weyl antiautodual, W~ care este tensorul Weyl
autodual fata de orientarea indusa de I, este dat de expresia: W~ =
%mwl ®o wr, unde k este curbura scalara conforma a structurii hermi-
tiene (g, 1).

Observatia 6.4. Deoarece pentru i = 1,2 avem d€(K;) = dn(K;) = 0 si
K; sunt Killing in raport cu metrica g, rezulta:

Lk, ((€=n)"g) = =2(¢ = n)*(d€ — dn)(Ki)g + (£ —n)*Lik,9 =0,

deci campurile vectoriale K; si Ky sunt Killing si in raport cu metrica
g. De asemenea, rezulta si hamiltoniene in raport cu w, cu aplicatiile
moment —(1/£ —n) si respectiv —(§+1)/(2(€ —n)), deoarece, rescriind
wr data de (6.5) sub forma w; = d(§ —n) A dt + (nd§ — &dn) A dz,
obtinem:

Ko = (§ = n)‘Q%sz =—(§-n)d(—n) =d (ﬁ) :
Ko = (6 — 1) aon = —(€ — ) *(nds —gan) = (357,

Cu toate acestea, metrica Kéahler (g, I) nu este in general ortotorica,
dupa cum rezulta din Lema 6.1.

6.1.2. Legatura dintre suprafetele Kahler ortotorice si cele care admit
o 2-forma hamiltoniana. Combinand rezultatele pe care le-am obtinut
pentru suprafetele Kahler care admit o 2-forma hamiltoniana, Teo-
remele 4.1 si 4.2, cu cele referitoare la suprafetele Kéahler ortotorice,
Propozitiile 6.2 si 6.3, rezulta urmatoarea echivalenta, care da o de-
scriere locala explicita a oricarei suprafete Kahler care admite o 2-forma
hamiltoniana, ale carei campuri Killing asociate sunt independente:

Teorema 6.1. O suprafata Kdhler este ortotorica daca si numai daca
admite o 2-forma hamiltoniana, ale carei campuri vectoriale Killing
asociate sunt independente. Atunci structura Kdhler este data explicit
de formulele (6.1)-(6.4), in care F si G sunt doud functii arbitrare de
o variabila.

Demonstratie. Daca suprafata Kahler admite o 2-forma hamiltoniana,
©, atunci, conform Teoremei 4.1, exista campurile Killing hamiltoniene
K si Ky, cu aplicatiile moment £+, respectiv &n, care comuta Poisson
(folosim notatiile ce preced enuntul Teoremei 4.2). Daca presupunem,
in plus, K; si K, independente, rezulta & # n, sau, echivalent, g # 0,
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ceea ce, conform Teoremei 4.2, implica ortogonalitatea dintre d¢ si dn,
deci suprafata Kahler este ortotorica.

Reciproc, data o suprafata Kéhler ortotorica, (M, g, J,w), conside-
ram urmatoarea 2-forméa (folosim notatiile precedente introduse in de-
monstratia Teoremei 6.2 gi in Observatia 6.2):

(6.9) P = %(f — nwr + g(f + nw.

Aratam ca ¢ este hamiltoniana gi are campurile Killing asociate in-
dependente. Forma ¢ este J-invarianta, deoarece atat w, cat si wy
sunt J-invariante. Am vazut in Observatia 6.2 ca 2-forma wy este anti-
autoduala, adica apartine spatiului A=M, deci, dintr-o caracterizare
echivalenta a acestui spatiu pe varietatile Kahler, este J-invarianta si
fara urma, ceea ce implica py = %(5 —n)wy. Deoarece ¢ este o sectiune
nenula a lui A~ M, din Propozitia 4.1 rezulta ca ¢q este 2-forma twistor
daci si numai dacd perechea (4(£ — n)~2g, I) este Kéhler, ceea ce este
adevarat, conform Propozitiei 6.3. Pentru ca ¢ sa rezulte 2-forma
hamiltoniana, mai trebuie sa verificam ca este inchisa. Folosind faptul
cd w si 0 = (& —n) 2wy sunt inchise, rezulta:

dp=d (306 = nor + 36 + i) = 3 (€ - 0°&) + Jale + ) Aw

= (e — ) Awr + (€ + 1) M),

Deci dp = 0 daca i numai daca d(§ —n) Aw; = —d(§ + 1) A w,
egalitate care, conform (4.23) este echivalenta cu Id(§+n) = Jd({—n),
relatie adevarata datorita definitiei structurii complexe I: Id§ = Jd§

si Idn = —Jdn.
Forma ¢ asociata 2-formei ¢ este data de:
o1 1
¥ = 5%0 + Vel

unde am notat o = £ + n; rezulta tr(Q) = 0 = £ +n si pf(@) = %2 —
A2 = £n. Deci campurile Killing asociate 2-formei hamiltoniene ¢ sunt
chiar campurile vectoriale Ky si Ky din definitia varietatii ortotorice,
care sunt independente. Ultima afirmatie din enuntul teoremei este o

consecinta directa a Propozitiei 6.2. O

6.1.3. Descrierea locala a suprafetelor Kahler slab autoduale pentru care
campurile Killing hamiltoniene K si Ky sunt liniar independente. In
continuare vedem cum se particularizeaza formulele (6.1)-(6.4), care
dau expresia locala explicita a unei suprafete Kahler ortotorice, in
cazul special al suprafetelor Kahler slab autoduale. Mai intai cal-
culam curbura unei suprafete Kéhler ortotorice si cu ajutorul ei sta-
bilim forma particulara pe care o iau formulele generale (6.1)-(6.4) in
cazul suprafetelor Kahler extremale gi respectiv biextremale. Aceasta
din urma reprezinta expresia locala si pentru suprafetele Kahler slab
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autoduale, deoarece are loc un fel de reciproca a Teoremei 4.2 si a
Propozitiei 5.1, care ne asigura ca o suprafata Kahler biextremala si
ortotorica este slab autoduala.

In general, tensorul de curbura al unei varietati riemanniene de di-
mensiune mai mare sau egala cu 4 se descompune in trei parti, aga cum
este prezentat iIn Anexa A. Astfel rezulta ca intreaga informatie despre
curbura este continuta in curbura scalara, scal, forma Ricci primitiva,
po, si tensorul Weyl, W. In cazul dimensiunii 4, tensorul Weyl se des-
compune in partea sa autoduald, W si antiautoduald, W™, care, in
cazul particular al suprafetelor Kahler ortotorice, dupa cum am vazut
in Observatia 6.3, sunt determinate de curbura scalara normalizata, s,
si respectiv de curbura scalara conforma a structurii hermitiene (g, I),
k, prin formulele:

3
(6.10) Wt = 159 ®ow,
3
(6.11) W~ = 1 ®o wr,

de unde rezulta ca pentru suprafetele Kahler ortotorice tensorul de
curbura este complet determinat de curbura scalara, de forma Ricci
fara urma gi de curbura scalara conforma a structurii hermitiene (g, I).
Urmatoarea lema ne da formulele pentru aceste marimi, pornind de la
forma explicita a structurii unei suprafete Kéahler ortotorice, data de
(6.1)-(6.4):

Lema 6.1. Pentru orice suprafata Kdahler ortotorica (M, g, J,w), po
este un multiplu p al formei Kdhler wy a structurii hermitiene (g, 1) si
W,S,k sunt dati de:

(6.12) = F'(§) — G'(n) _ F"(€) + G"(n)

2(§ —n)? 4&—-n)
(6.13) 5= _F”(6§()§—_C;’)’(n)7
L PG PO M) FE - G
() R /e Ry s

In particular, pe multimea deschisa a lur M, pe care p nu se anuleaza,

structura aproape complexa antiautoduala definita de py este egala cu
I.

Demonstratie. Din (6.4) rezulta ca forma volum a metricii g este data
de formula urmatoare:

1
Uolg:§w/\w:—(§—n)d§/\dn/\dt/\dz.
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Daca notam wvoly = dt N Jdt A\ dz N Jdz, rezulta ca forma Ricci este
data de:

1
p = —§de log(wvol, /voly).

Calculam vol, folosind definitia structurii complexe J data de (6.2):

volozth(—%—w)/\dz/\(ﬁ%—ﬂ)

F(§) G F(&) G
_ &=
= F(£)G(?7)d€ Ndn ANdt Ndz,
de unde rezulta vol, /voly = —F(§)G(n), ceea ce implica:
1 1
(6.15) p= —Edelog |F(&)| — §delog |G(n)].

Calculam pe rand cei doi termeni pentru a determina forma Ricci.

¢mmmF@n:&MFQM@:d(P@%m+an

F(é) &~
::(wa%i%;F@uungkm)Aw+mw
+ wdn/\dz
§—n
F(€)

= dé A (dt +ndz) — Fe) dé N (dt +ndz)

{—n (&—n)?
F'(€)
+ (E—U)an/\ (dt + &dz)
_F'(§) R i I
_g_n%A@ﬁ+mi) €= nr

Analog obtinem:

1 /
delog|G%n)|::%?éggdn/\(dt%—gdz)%— ;;(” wr.

Inlocuind ultimile doui relatii in (6.15) rezult:

F@—¢@L}WO+@MWM+§Lﬁﬂ®—gwqw
2(6 — n)? 406 —n) ! 6(¢ —n) ’

2
de unde, deoarece w; este fara urma, rezulta ca primul termen este p
si astfel obtinem expresiile din enunt, pentru p si s.
Reamintim ca am definit curbura scalara conforma a structurii her-
mitiene (g, 1) in (4.8) ca fiind: x = s + 00 — |0]°, unde 6 este forma
Lee, care In acest caz este data, conform (6.8), de: § = —dlog|& — n|.
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v . . v ~ . 2 .
Pentru aceasta expresie a formei Lee calculam in continuare |0 si §6.

2 1 o 1 , )

(6.16) OF = ey 96— dnl” = e (el lent)
| _F(e) =Gl
E—mn)3

Notand tot cu g metrica indusa pe spatiul cotangent de metrica g
definita de (6.1), am folosit pentru a obtine ultima egalitate de mai sus
faptul ca, pentru aceasta definitie a metricii g, 1-formele d¢ si dn sunt

perpendiculare: g(d¢,dn) = 0 si au normele: |d¢|* = g(d¢, d¢) = %,
jdnf* = g(dn, dn) = 2.
1 1 A€ —n)
6.17 =—-0—d{ — —dn ) = ————"=.
A (f—ng é—nn> §—1n

Folosind pentru laplacianul unei functii reale f definita pe o varietate
Kahler formula (2.8), obtinem:
F(€)

A¢ = —(dJd¢,w) = —(d (m(dﬁ—ndz)) ,w)
_ P NG
= gy nde) = e e

F'(§) F(¢)

B R (e
F(§)

/
= — () (w,w)y = — .
2(€—n) §—n

Penultima egalitate rezulta din faptul ca w; este antiautoduala, con-
form Observatiei 6.2, iar w este autoduala, deci sunt perpendiculare in
raport cu produsul scalar indus de g pe spatiul 2-formelor: (w;,w) = 0.
Pe de altd parte, am folosit d€ A (dt + ndz) = 3(w + wy), relatie care
rezulta direct din defintia formelor w si w;. Analog se obtine:

G/
A= — wx
n—<
de unde, inlocuind in (6.17) rezulta:
F'(§) + G'(n)
(€ =mn)?
Inlocuind (6.16), (6.19) si formula obtinutd pentru s in definitia cur-
burii scalare conforme x rezulta:

__FHO=G") FO+EMm) _ FE) = Gn)

6(§ —n) (€ —mn)? (& —mn)3

(6.18)

(6.19) 50 =
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Cu ajutorul acestei leme putem stabili acum care este forma parti-
culara pe care o iau in cazul suprafetelor Kahler ortotorice extremale
functiile F' §i G, care descriu structura locala a unei suprafete Kahler
ortotorice prin formulele (6.1)-(6.4).

Propozitia 6.4. O suprafata Kdahler ortotorica M este extremald daca
st numai daca F 1 G sunt de forma:

(6.20) F(x) = ka'* + l2® + A2z* + Byx + (4,
(6.21) G(z) = ka* 4 12® + Az? 4+ Byx + Cs,

unde k, I, A, B; st C; sunt constante reale. In acest caz, curbura scalara
(normalizata) este data de:

(6.22) s=—=2k(&+n) —1,
iar (g = (£ —n)"%g,1) este de asemenea o metricd Kdihler extremald.
In plus, M este:

e Bach-plata daca si numai daca 4k(Cy — Cy) = (By — Bs)l;

e de curbura scalara constanta daca si numai daca k = 0;

e de curbura scalara nuld (i.e. antiautoduala) dacd st numai daca

k=101=0.

Demonstratie. Fie M o suprafata Kahler ortotorica extremala, a carei
structura locala o putem presupune data de formulele (6.1)-(6.4). Din
definitia suprafetei extremale avem ca s, curbura scalara, este potential
de olomorfie, ceea ce, conform Observatiei 2.1, este echivalent cu fap-
tul ca Jgrads este camp Killing. Din lema precedenta stim ca s
este o functie care depinde de variabilele £ si 7, ¢f. (6.13), de unde,
folosind definitia structurii complexe J data de (6.2), rezulta ca J grad s
apartine spatiului generat de campurile Killing Ky = % si Ky = % si
comuta cu ele: [Jgrads, K] = [Jgrads, K] = 0, deoarece functiile
coordonate ale campului J grad s depind numai de variabilele £ si 7.
In general, o combinatie liniara de campuri Killing este camp Killing
daca si numai daca coeficientii combinatiei sunt functii constante, dupa
cum am aratat in Observatia 2.1. Astfel, rezulta ca Jgrads este o
combinatie cu coeficienti constanti a campurilor K; si K, ceea ce,
tinand cont de forma campurilor Killing: K; = Jgrad(§ +n) si Ky =
J grad(én) (aceste egalitati au fost aratate la sfarsitul demonstratiei
Propozitiei 6.2), este echivalent cu faptul ca grad s este o combinatie
cu coeficienti constanti a campurilor grad(§ + n) si grad(én), adica s
este de forma:
s=a(§+n)+bn+c,
unde a, b i ¢ sunt constante. Din (6.13) rezulta:

F"(€) — G"(n) = —6a(&® —n*) — 6ab&n(€ — n) — 6¢(€ — 1),

ceea ce implica ca F si G sunt polinoame de grad cel mult 4 si au
coeficientii primilor trei termeni de grad maxim egali, adica obtinem
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(6.20) si (6.21), de unde rezulta imediat din (6.13) ca s = —2k({+n)—1.

Folosind formula data de (2.10) pentru 2-forma antiautoduala asociata

tensorului Bach al unei suprafete Kahler ortotorice extremale, vom

arata ca:

(6.23) B 4k(Cy — Cy) — (B — By)l
2(§ = m)?

de unde rezulta echivalenta din enunt pentru suprafete Kéahler orto-
torice extremale Bach-plate, precum si faptul ca B este [-invariant,
ceea ce, conform Propozitiei 2.6, implica faptul ca si metrica Kéahler
(g, I) este extremala.

Pentru a finaliza demonstratia trebuie sa aratdm formula anuntata
pentru B gi anume (6.23). Conform (2.10) avem:

wr,

B = (dJds)o + spo,

ceea ce, conform Lemei 6.1, este echivalent cu:

(6.24) B = (dJds)o + spw.

Din (6.13) rezulta: ds = —2k(§ + n), deci (dJds)y = —2k(dJdE +
dJdn)o. Pe de alta parte, in (6.18), am obtinut in particular urmatoarea
expresie pentru dJd¢:

deg::-fiEQ—m;+- Fe) __FE) _wf

2§ —n) 12(6—n)  (E—n)2]

Analog obtinem:

G’ el G
dJdn — .y (m_ (n)2
2m—&) 12(6—mn)  (£—n)*
de unde, datorita faptului ca w; este antiautoduala (¢f. Observatia
6.2), adica fara urma si J-invarianta, rezulta:

(tray - o1 (FLETW _FO-C))

wr,

2(§ —n) (& —n)?
Inlocuind aceastd formuli si expresia coeficientului p dati de (6.12) in
(6.24) obtinem printr-un calcul direct formula (6.23). O

Observatia 6.5. Pentru k # 0, Propozitia 6.4 ne da exemple de suprafete
Kahler extremale care nu au curbura scalara constanta.

Pentru k£ # 0 si 4(Cy — Cy) = (By — By)l/k se obtin exemple de
suprafete Kahler Bach-plate, a caror curbura scalara este neconstanta.
Aceste metrici nu sunt antiautoduale (conform formulei (6.10) pen-
tru W pe suprafete Kéhler ortotorice), iar pentru By # B, nu sunt
nici autoduale (conform Propozitiei 6.5 si a faptului ca orice suprafata
Kéhler autoduala, fiind in particular slab autoduala, este biextremala).
Conform Propozitiei 2.7 metrica g = (2k(£+n)+1)~2g, care este definita
pe multimea deschisa unde 2k(£+n)+1 # 0, este Einstein, iar structura
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(g, J) este hermitiand non-Kahler (d(s™%w) = —2s73ds Aw # 0, pentru
cd s nu este constanta).

In continuare vedem ce forma particulara iau in cazul suprafetelor
Kahler ortotorice biextremale polinoamele F' gi G obtinute in Propozitia
6.4. Va rezulta in particular si descrierea locala explicita pentru supra-
fetele Kahler slab autoduale, ale caror campuri Killing asociate sunt
liniar independente, deoarece, conform Propozitiei 5.1 si echivalentei
stabilite in Teorema 6.1, acestea sunt suprafete Kahler ortotorice biex-
tremale. De fapt, din propozitia urmatoare, datorita formei explicite a
structurii Kahler, va rezulta ca este adevarat si un fel de reciproca: o
suprafata Kahler ortotorica biextremala este slab autoduala.

Propozitia 6.5. O suprafata Kdhler ortotorica M este biextremala
daca st numai daca F si G sunt de forma:

(6.25) F(x) = ka* + l2* + Ax* + Bx + Cy,
(6.26) G(z) = ka* + l2® + Az® 4+ Bx + Cy.

In acest caz forma Ricci este data de:

3
p=—2kp— ilw,

unde @ este 2-forma hamiltoniana a structurii ortotorice data de (6.9):
= %(ﬁ —nwr + %(5 + n)w. Deci M este slab autoduala si este:

e qutoduala daca st numai daca Ch = Cy;
e Kdhler -Finstein daca si numai daca k =0;
e Ricci-plata daca st numai daca k =1=0.

Demonstratie. Deoarece o suprafata biextremala este in particular ex-
tremala, putem aplica Propozitia 6.4 si obtinem ca forma structurii
Kihler ortotorice extremale este data de polinoamele F si G.4 In
continuare impunem cealalta conditie din definitia unei metrici Kahler
biextremale gi anume ca pfaffianul formei Ricci normalizate sa fie po-
tential de olomorfie. Reamintim ca forma Ricci normalizata este data
de formula: p = %,00 + }st si, conform (4.12), pfaffianul ei este:

1 1
6.27 = —5> — ~|po|”.
(6.27) p=75 =5 lpl
Calculam p folosind formulele din Lema 6.1, care sunt adevarate

pentru orice suprafata Kahler ortotorica:

By — By
(6:28) €=n) 2(§ —n)?
de unde rezulta:
2 2 Bl - BQ
= =2 |—k(&— — .

41psstrim aici notatiile introduse in demonstratia Propozitiei 6.4.
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Inlocuind aceastd formuld si formula pentru s datd de (6.22) in (6.27),
obtinem:

9 12 By — By (B — By)?
(6.29) p 4k§n+kl(£+n)+4+k — e—n
Acelasi argument folosit in demonstratia Propozitiei 6.4 pentru curbura
scalara s, ne spune ca p este potential de olomorfie daca si numai daca
exista constantele reale a, b i ¢ astfel incat p = a(€+n) +b&n + ¢, ceea
ce, conform formulei (6.29), este echivalent cu B; = By, de unde rezulta
forma din enunt, a polinoamelor F' gi G. Din conditia By = By si (6.28)
rezulta p = —k(§ —n), deci pg = pwr = —k(§ — n)w;. Folosind aceasta
expresie obtinuta pentru pg si fomula lui s data de (6.22), obtinem:

3 3 3
p=Pot 58w = —k(§ = n)wr + 5[—2]{?(5 +n) = lJw=—2kp — §lw7

unde ¢ este 2-forma hamiltoniana asociata structurii ortotorice, con-
form Teoremei 6.1, si datd de (6.9): ¢ = 1(& —n)w; + (£ +n)w. Cum
@ este 2-forma hamiltoniana, iar adaugarea unui multiplu al formei
Kahler w nu modifica aceasta proprietate, rezulta ca si forma Ricci
p este 2-forma hamiltoniana, deci py este 2-forma twistor si, conform
Propozitiei 4.2, M este slab autoduala.

Conditia de autodualitate, W~ = 0, este echivalenta cu anularea
curburii scalare conforme, #, ¢f. (6.11). Inlocuind in formula lui s dati
de (6.14) forma particulara pe care am obtinut-o pentru polinoamele
Fsi G, avem:

Cy — O

e
deci M este autoduala daca si numai daca Cy = Cs.

M este Einstein daca gi numai daca pg = 0, ceea ce este echivalent cu
anularea coeficientului & (deoarece am vazut ca forma Ricci fara urma
este data de formula: py = —k(§ — n)wy).

Cum forma Ricci este p = —2kp — %lw, rezulta i ultima echivalenta
din enunt: M este Ricci-plata daca si numai daca k=1 = 0. U

Observatia 6.6. Pentru k # 0, printr-o schimbare afina a coordonatelor

¢ i m, putem presupune k = —% si { = 0. In acest caz p = ¢, deci re-

ducerea ortotorica este definiti de forma Ricci. Insi nu orice suprafata
Kahler slab autoduala poate fi adusa la forma ortotorica; de exemplu
metricile Kahler slab autoduale care apartin familiei de metrici ex-
tremale de coomogenitate 1 considerate de Calabi (¢f. Anexa B) nu
sunt in general ortotorice, deoarece K; si Ky sunt coliniare?.

Pe de alta parte, exemplele din Propozitia 6.5 in care k = 0 arata ca
intre metricile Kéhler-Einstein (care sunt slab autoduale si au campu-
rile Killing asociate identic nule) exista unele care pot fi aduse la forma

42 A cest caz este studiat in sectiunea urmatoare, 6.2.
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ortotorica, deoarece, chiar daca p nu defineste o reducere ortotorica, e-
xistd o altd 2-forma hamiltoniand si anume ¢ = (£ —n)wy + 2(E+n)w.

Punand laolalta rezultatele deja stabilite pentru suprafetele Kahler
slab autoduale, putem enunta urmatoarea teorema, care ne da forma
locala explicita a acestora, in cazul in care campurile Killing asociate
sunt liniar independente:

Teorema 6.2. Fie (M, g, J,w) o suprafata Kdhler slab autoduald. No-
tam cu s, \, p = ((s/2) +A)((s/2) — A), curbura scalara (normalizatd),
valoarea proprie pozitiva a tensorului Ricci fara urma, Ricgy $i respectiv
pfaffianul tensorului Ricci normalizat. Atunci:

(1) Ky = Jgrads gi Ky = Jgradp sunt campuri vectoriale Killing
care comuta si , pe orice submultime deschisa simplu conexa pe
care K1 $i Ko sunt liniar independente, functiile &: = (s/2)+\,
n: = (s/2) = A\ t, z (unde Ky = 2 si Ky = ) formeazd un
sistem de coordonate global definit fata de care structura Kdhler

(g9, J,w) este:
(6.30)
e dﬁz_dnz) L (F©)(dt +nd2)? — Gn)(dt + £d=)?
0= (61 (g — s ) s (IO + s = Gt + 6021,
F (&) &dg ndn
6.31 Jd§ = —=(d d Jdt = —=>> 1
(6:31) $= gy mda), "= TFe Gy
G(n) dg  dn
6.32 Jdn = —=(d d Jdz = ——=+ ——
U (TR TO)
(6.33) w=d& A (dt +ndz) +dn A (dt + £dz),
unde F' st G sunt polinoamele urmatoare:
(6.34) F(z) = ka* + 12° + Az* + Bx + O,
(6.35) G(x) = ka* + l2° + Ax® + Bx + C,.

(2) Reciproc, orice structurd aproape Kdhler (g, J,w) descrisa de
(6.30)-(6.33) este Kdhler slab autoduald cu:

l2
s=—=2k(E+n)—1, p=4k*n+kl(E+n)+ T

astfel incat Ky = 0/0t si Ko = 0/0z.
(3) Structura Kdhler descrisa de (6.30)-(6.33) este autoduald daca
st numai daca Ci = Cs.
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6.2. Cazul II: K; si K, liniar dependente. Aceasta sectiune cu-
prinde clasificarea suprafetelor Kéahler slab autoduale in cazul in care
campurile Killing asociate®, K, = Jgrads si K, = Jgradp, sunt
dependente, dar nu ambele identic nule. Aceasta este echivalent cu
faptul ca functiile s si p sunt dependente si curbura scalara nu este
constanta.

La fel ca in sectiunea anterioara (unde am vazut clasificarea in cazul
in care s i p sunt independente), vom analiza mai intai cazul mai ge-
neral al unei suprafete Kéhler (M, g, J,w) ce admite o 2-forma hamil-
toniana ¢ = @o + %Jw, astfel incat campurile Killing asociate sunt
dependente, dar nu ambele identic nule, i.e. K, := Jgrado # 0 si
Ky := Jgradm™ = bKy, unde 7 este pfaffianul formei ¢ := %g@o + }law si
b este in mod necesar o constanti®s,

Teoria generala a suprafetelor Kahler cu o 2-forma hamiltoniana de-
scrisa 1n sectiunea 4 se aplica si in acest caz. In particular, deoarece
K nu se anuleaza nicaieri, putem scrie ca gi inainte 0 = +ns5im = &n
pentru urma si pfaffianul formei ¢, iar din Teorema 4.2 rezulta ca d¢
si dn sunt ortogonale®.

Pe de alta parte, constructiile din sectiunea 6.1 nu mai sunt valabile,
deoarece K si Ky nu mai sunt independente: K, = bK7, sau, echiva-
lent, 7 este o functie afind de o: m = bo+c¢ (b si ¢ sunt constante reale),
deci £ si 7 nu mai sunt functii independente si de aceea nu mai pot fi
folosite drept coordonate (locale). Rezulta ca 1-formele d€ si dn sunt
coliniare, dar am vazut ca sunt si ortogonale, ceea ce Inseamna ca una
dintre ele este identic zero, adica fie &, fie n este constanta. Deoarece
m=¢&(0—&) =n(o—n), rezulta ca aceasta constanta este constanta b
de mai sus, astfel incat avem: 7 = b(o—b) si X := 2({—n) = £5(c—2b).

Aratam ca endomorfismul —yq o J are vectorul propriu K, cores-
punzator valorii proprii A, i.e. —(gg o J)(K;) = AK;. Din relatiile
(4.20) si (4.21) obtinute in demonstratia Teoremei 4.2 si din egalitatea
A = +i(0 — 2b), rezults —(pp o J)(do) = Ado, de unde, deoarece

43p4strim notatiile anterioare: s este curbura scalari normalizats si p este pfaf-
fianul formei Ricci normalizate.

4“Conform demonstratiei Corolarului 4.1, K; identic nul implicd si K, identic
nul, deci conditia ca ambele campuri Killing sa nu fie identic nule este echivalenta
cu faptul ca unul dintre ele nu este identic nul, si anume K. In aceste conditii (K4
nu este identic nul), deoarece K 11 ¥ = K| —iJK, este camp vectorial olomorf (tot
conform Corolarului 4.1), rezulta ca, local, putem presupune campul vectorial K
nicaieri nul, adica fara puncte critice.

45Deoarece campurile K; si Ko sunt Killing, avem un caz particular al
Observatiei 2.1, din care rezulta ca functia b trebuie sa fie constanta.

46Tpoteza din Teorema 4.2 care asigurii ortogonalitatea dintre d€ si dn este ca
pe respectiva componenta conexa a varietatii M, forma ¢y sa nu fie identic nula.
Aceasta ipoteza este indeplinitd deoarece am presupus K nicaieri nul: daca prin
absurd, ¢q ar fi identic nula, ar rezulta ca o este constanta, deci K; = J grado ar
fi identic nul, contradictie.
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K, = Jgrad o si endomorfismul ¢, comuta®” cu J, avem:
(6.36) —(po o J)(Ky) = AKj;.

Propozitia 4.1 ne asigura existenta unei structuri conforme Kéhler
(A~2g, I) pe orice suprafata Kihler care admite o 2-forméa hamiltoniana
v astfel incat ¢y # 0, conditie care am vazut ca este adevarata in cazul
Ki # 0. Avem ¢y = A\wy, deci 2-forma g, vazuta ca endomorfism al
fibratului 7'M, se identifica cu Al si atunci relatia (6.36) ne spune ca
(I o J)(K;) = —K;, de unde rezulta:

(6.37) 1(J(K1) = J(I(KY)).

Proprietatea 2-formei g de a fi J-invarianta este echivalenta cu pro-
prietatea endomorfismului asociat, A/, de a comuta cu J, deci din (6.37)
rezulta si :

(6.38) I(Ky) = J(K,).

Fie X un camp vectorial nenul care apartine distributiei perpendi-
culare pe K; §i JK;: X € (K, JKl)L si pe care 1l putem presupune
unitar: |X| = 1. Din ortogonalitatea lui I si J fata de metrica g
rezulta ca /X si JX sunt de asemenea vectori unitari care apartin
distributiei ortogonale pe K; si JKj, fiind in plus perpendiculari pe
X. Deoarece distributia (K, JK I)L este 2-dimensionala, rezulta doua
posibilitati pentru IX: este fie egal cu JX, fie cu —JX. Dar, pre-
supunand /X = JX, ar rezulta din ecuatiile (6.37)-(6.38) ca I = J,
ceea ce contrazice faptul ca I induce orientarea opusa lui J (deoarece wy
este antiautoduald). Deci pentru orice camp X din (Ky, JK;)" avem:

(6.39) IX = —JX.

In concluzie, ecuatiile (6.37)-(6.39) ne dau urméatoarea caracterizare
a structurii complexe antiautoduale I: I coincide cu J pe distributia
generata de K; si JK; si este egala cu —J pe distributia ortogonala.
Astfel suntem condusi la definitia suprafetelor Kéhler de tip Calabi (cf.
[ACGO03]), pe care le analizam in continuare.

6.2.1. Suprafete Kdhler de tip Calabi.

Definitia 6.3. O suprafata Kéhler (M, g, J,w) se numeste de tip Calabi
daca admite un camp vectorial Killing hamiltonian nicaieri nul, K, ast-
fel incat structura aproape hermitiana (g, I)— unde structura aproape
complexa I coincide cu J pe distributia generata de K si JK si este
egala cu —.J pe distributia ortogonala— este conforma Kahler .

47A§a cum am observat gi in demonstratia Teoremei 4.2, 2-forma g, care este
J-invariantd gi fara urma, se identificd cu un endomorfism antisimetric al fibrarii
TM, care comuta cu J.
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In propozitia care urmeazi obtinem descrierea locald explicitd a
suprafetelor Kahler de tip Calabi, care rezulta din forma explicita pen-
tru metrici Kéahler ce admit un camp Killing hamiltonian gasita de C.R.
LeBrun in [LB91].

Propozitia 6.6. Fie (M, g, J,w) o suprafata Kdhler de tip Calabi, al
carei camp Killing este K. Atunci structura Kahler este data local de:

(6.40) g = (az —b)gs +w(2)dz* + w(z) " (dt + a)?,

(6.41) w = (az — bws +dz A (dt + ),

unde z este aplicatia moment a campului Killing K, t este o functie pe
M cu proprietatea ca dt(K) = 1, w este o functie de o variabild, gs
este o metrica pe varietatea 2-dimensionala Y cu forma volum wy, «
este o 1-forma pe ¥ cu da = aws, tar a st b sunt constante.

Reciproc, ecuatiile (6.40)-(6.41) definesc o structura Kdhler de tip
Calabi, al carei camp Killing este K = %, pentru orice metrica gs, St
pentru orice functie strict pozitiva w.

Demonstratie. Demonstratia urmeaza descrierea data de LeBrun in
[LBI1| pentru metricile Kéhler care admit un camp Killing hamilto-
nian. Fie (g, J,w) o structura hermitiana, care admite campul Killing
K = Jgradz real analitic (i.e. LxJ = 0). Atunci K — iJK este
olomorf gi catul complex este local o suprafata riemanniana ». In-
troducand coordonata olomorfa locala = + iy pe 3 (folosind existenta
locala pe orice suprafata a coordonatelor izoterme), obtinem:

(6.42) g = fi(da® +dy?) + fodz® + f3(dt + a)?,
(6.43) Jdx =dy, Jdz = f3(dt + «a),
(6.44) w= fide Ndy + dz A (dt + «),

unde dt(K) = 1 si « este o 1-forma invarianta cu a(K) = 0. Aratam
ca f3 = f; ' si toate functiile pozitive care apar, f;, depind numai de
variabilele x, y si z. Acestea rezulta din conditia impusa campului
K = Jgrad z de a fi Killing. Calculand in doua moduri norma lui K,
avem:

1
|K|2 = g(Jgrad z, Jgrad z) = g(grad z, grad z) = —

K[ = g(K, K) = fs(dt + 0)*(K, K) = fs,
unde, pentru a obtine ultima egalitate, am folosit a(K) = 0 i dt(K) =
1. Rezulta astfel ca functia f3 este inversa functiei fo. Din definitia
derivatei Lie si din ipoteza K = %—cémp Killing avem:

0 0 0

0= (E%g)(X7Y> = _(g(X7 Y)) - g([a,X],Y) - g(X7 [a

= YD)
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pentru orice doua campuri vectoriale X si Y. Inlocuind X =Y = a%
in formula de mai sus, obtinem: 0 = 2(g(&,2)) = 2(f,), de unde
rezulta ca functia fi; nu depinde de variabila t. Analog inlocuind X =
Y = a% rezulta ca si functia fy este constanta in raport cu variabila ¢.
Notand f; = e“w si fo = w, ecuatiile (6.42)-(6.44) devin:

(6.45) g = e"w(dz® + dy*) + wdz* + w ' (dt + a)?,

(6.46) Jdr = dy, Jdz=w'(dt + a),

(6.47) w = e"wdx N dy +dz A (dt + ).

Structura hermitiana I din definitia unei suprafete Kahler de tip
Calabi ( adica structura complexa [ care este egala cu J pe distributia
generata de campurile K si JK si egala cu —J pe distributia ortogo-
nald) este data de:

Idr = —dy, Idz=w '(dt+ a),
cu forma Kahler:
(6.48) wr = —e"wdx A dy + dz A (dt + «).

Vom impune acum conditia ca structurile (g, J, w) si (g = A\ %g, I, 0 =
A"2w;) sa fie Kéhler pentru o functie strict pozitiva .

0 =dw = d(e"wdz Ndy+dz N\ (dt+«a)) = (e"w).dz Ndx ANdy — dz N da,
deci w este inchisa daca si numai daca avem:
(6.49) (e"w).dz N dx A dy = dz A da.
Calculam si diferentiala exterioara a formei w:
dw = d]\?(—e"wdx A dy + dz A (dt + a))]
= —2X73(\pdx + N\ydy + \odz + Ndt)[—e wdx A dy + dz A (dt + )]
+ A2 [—(e"w).dz A dx A dy — dz A da
= - A3z Ada + ((e"w) A — 2)\.e"w)dz A dz A dy
+ 2X\ dx A dz A (dt + a) + 20, dy A dz A (dt + ) + 20 dE A wy.

Inlocuind (6.49) in aceasta formula pentru dw, rezulta ca @ este inchisa
daca gi numai daca avem:

[(e"w). A — Ae'w]dz A dx A dy + N\pdx A dz A (dt + «)
+ Aydy Ndz A (dt + o) + Mdt Awp =0,
ceea ce este echivalent cu:
(6.50) (e“w) . A = N\ e"w, Az =Xy =X\ =0,

de unde rezulta ca A depinde numai de variabila z si (e“w%)z = 0, adica

exista o functie h = h(x,y) astfel incat e“w = hA. Din Propozitia 2.3
rezulta ca structura complexa .J este integrabila daca si numai daca
d(C (AYOM)) C C= (A*°M & AMM). Deoarece 6, = dx + iJdx =
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dr+idy si 0 = w(dz+iJdz) = wdz+1i(dt+ a) formeaza o baza (locala)
a spatiului C*> (A% M) si 6 este inchisi, conditia ca J si fie integrabila
este echivalenta cu faptul ca df apartine idealului generat de {6;,0}.
Analog obtinem ca structura aproape complexa [ este integrabila daca
si numai daca df apartine idealului generat de {65,060}, unde 0, = dz +

ildr = dxr — idy este tot inchisa si 6 poate fi scrisa si sub forma:
0 =w(dz+ildz).
Deoarece 1-forma « este invarianta (i.e. L a0 = 0), rezulta ca
t

do(Z, ) este zero, astfel:

da(X,Y) = X(a(Y)) =Y((X)) —a([X,Y]) = (Lxa) (V) = Ly ((X)),

pentru orice campuri vectoriale X si Y; daca inlocuim X = % obtinem:

() = (£40) - £ alz) =0

unde, pentru ultima egalitate, am folosit invarianta formei « gi anularea
ei de-a lungul campului K = %. De aici, inlocuind direct in expresia
lui df: df = d(wdz+i(dt + ) = wydxr A dz +wydy A dz +ido, rezulta
si d@(%, ) = 0. Folosind aceasta, conditiile echivalente pe care le-am
obtinut pentru ca structurile I si J sa fie integrabile implica anularea

formelor df A (dz —idy) si df A (dx +idy). Pe de alta parte, calculam:
df A (dz —idy) = (wydx A dz + wydy A dz + ida) A (dz — idy)
= i[w,dz N dy N\ dz + da A dx]
+ [wydx A dy A dz + do A dy.

Deci df A (dx — idy) = 0 daca si numai daca da Adx = —w,dy Ndz Ndx

si da AN dy = wydx N dz A\ dy, ceea ce, datorita faptului ca da(%, ) =0,

este echivalent cu da (a%, %) = —w, §i da (%, %) = w,, adica avem:
(6.51) da = —wydzr A dz + wydx A dz + fdz A dy,

unde f este o functie arbitrara. Analog obtinem ca df A (dz + idy) este
zero daca gi numai daca avem:

(6.52) da = w,dy N\ dz — wydx N dz + fdx A dy.

Din (6.51) si (6.52) rezulta ca [ si J sunt integrabile daca si numai
daca

(6.53) w, =w, =0 g1 da= fdrAdy,

unde f depinde numai de variabilele z si y, deoarece da este inchisa
si rezulta ca functia w, despre care stiam ca nu depinde de ¢, depinde
numai de variabila z.

Punand laolalta ecuatiile (6.49), (6.50) si (6.53), putem conchide ca
(M, g, J,w) este o suprafata Kéhler de tip Calabi avand campul Killing
K daca gi numai daca e“w = h(x,y)\(z), cu da = h(z,y)\.dz A dy,
unde A = az — b pentru doua constante reale a, b, iar w = w(z)
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si h = h(x,y) sunt functii strict pozitive. Inlocuind (6.53) in (6.49)
rezultd (e"w),dz ANdx Ndy = f(x,y)dz Ndx Ady, deci (e"w), = f(x,y),
de unde, folosind (6.50), rezulta A f(z,y) = e*w, = h(z, y)A\(2)A., deci
f(z,y) = h(z,y) ., ceea ce implica do = fdx A dy = h(z,y)\,dx A dy
si A,, = 0, adica A este o functie afina de z.

Folosind libertatea pe care o avem in alegerea lui ¢, putem presupune
ca a este o 1-forma pe suprafata ¥, in timp ce gs = h(z,y)(dz? + dy?)
este o metrica pe ¥ cu forma Kéhler wy, = h(z, y)dzAdy si astfel rezulta
ca structura Kéhler de tip Calabi (g, J, w) este data de formulele (6.40)-
(6.41):

g = e"w(dx® + dy?) + wdz® +w™ ' (dt + )?
= (az — b)gs + w(2)dz* + w(z) " (dt + a)?
w = e"wdr Ndy + dz A (dt + «)
= (az — b)ws, + dz A (dt + ).

Reciproc, aceste ecuatii definesc o structura Kahler si se verifica prin
calcul direct ca admite campul Killing K := %, iar structura aproape
hermitiana (g, ), asociata acestui camp Killing ca in definitia unei
suprafete Kahler de tip Calabi, este conforma Kahler cu (g, J) (mai
precis ((az — b)72g,I) este o structura Kéhler), rezultand astfel ca
suprafata este de tip Calabi, pentru orice metrica g si orice functie

strict pozitiva w. Ul

Observatia 6.7. Propozitia 6.6 arata ca metricile Kahler de tip Ca-
labi sunt local de acelasi tip cu cele construite de Calabi in [Cal82]
(¢f. Anexa B) pe suprafetele riglate obtinute prin completarea cu o
sectiune de la infinit a spatiului total al unui fibrat olomorf in drepte,
L, peste o suprafata riemanniana. Pe aceste varietati construite de Ca-
labi, campul Killing K este campul vectorial indus de actiunea naturala
a lui S* pe fibrele lui L si completat cu valoarea 0 de-a lungul sectiunii
de la infinit (se observa ca acest camp se anuleaza numai pe sectiunea
nula gi pe cea de la infinit). Pe aceste varietati forma Kéhler este:

w = wy, + dJdf,

pentru o functie f cu norma fibrei r. Deoarece —d.Jd logr este curbura
fibratului olomorf in drepte L, care este bazica, rezulta ca aplicatia
moment, z, a campului K este tot o functie de r. Deci, local, putem
privi pe f ca o functie de z, astfel incat, daca scriem Jdz = w=(dt+a),
unde dt(K) =1 gi 1-forma « este bazica, avem:

/ /
agdf = (LY ot +0) + Lo,
w(z) ), w(z)
De aceea, considerand, fara a restrange generalitatea, b = —1 in Pro-

pozitia 6.6, avem: f'(z2) = zw(z).
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6.2.2. Legatura dintre suprafetele Kdahler de tip Calabi si cele care ad-
mit o 2-forma hamiltoniand. Asa cum am vazut la Inceputul sectiunii
6.2, definitia suprafetelor Kahler de tip Calabi a fost motivata de ca-
racterizarea obtinuta pentru structura complexa antiautoduala I aso-
ciata unei suprafete Kahler ce admite o 2-forma hamiltoniana, ale carei
campuri Killing hamiltoniene asociate sunt dependente, dar nu ambele
nule. Astfel, rezulta direct din definitie, ca acestea sunt un exemplu de
suprafete Kahler de tip Calabi. In continuare, observam ca, exceptand
cazul produselor Kahler locale de suprafete riemanniene, acestea sunt
de fapt singurele suprafete Kéhler de tip Calabi.

Teorema 6.3. O suprafata Kdhler este de tip Calabi daca st numai
daca:

(i) este local produsul Kdhler a doud suprafete Riemann, dintre care
una admite un camp vectorial Killing;
sau
(ii) admite o 2-forma hamiltoniana ale carei campuri Killing aso-
ciate sunt dependente, dar nu ambele nule.

Structura Kahler este atunci data explicit de (6.40)-(6.41): in cazul (i)
a =0 gi in cazul (ii) putem considera a = 1, b = 0, fara a restrange
generalitatea.

Demonstratie. Fie (M, g, J,w) o suprafata Kéahler de tip Calabi, care
admite campul Killing K si structura conforma Kéhler (g,7). Din
Propozitia 6.6 rezulta ca structura Kéhler este data de formulele (6.40)-
(6.41). Consideram urmatoarea 2-forma:

¢ = (az — b)wr + 3azw,

si aratam ca este hamiltoniana.

Deoarece wy este antiautoduala ((6.48) implicad w; A w; = —w A w),
adica J-invarianta si fara urma, rezulta ca ¢y = (az — b)w; §i @ este
J-invarianta. Conform notatiilor pe care le-am folosit pentru 2-forme*®
avem: o = 2az, A = az — b, £ = 2az —bgin = b Deci py =
(az — b)wy si , conform Propozitiei 4.1, rezulta ca ¢y este 2-forma
twistor (deoarece structura aproape hermitiana (A\~2g, I) este Kéhler,
dupa cum am aratat in demonstratia Teoremei 6.6).

Pentru ca ¢ sa rezulte hamiltoniana trebuie sa mai verificam ca este
inchisa. Aceasta rezulta din urmatorul calcul in care am folosit faptul

48Reamintim ¢ unei 2-forme J-invariante @ = o+ %Jw, i-am asociat 2-forma
normalizata ¢ := %(po + %Uw, iar partea ei fara urma se poate scrie: pg = Awy, unde
A = |o| /v/2. Am mai introdus si notatiile: o = ¢ +n si 7 = &n, unde m = %2 — A2
este pfaffianul formei @.
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c& atat w, cat si A 2w sunt 2-forme inchise:
dp = d(dwr + 3azw) = d(NX"%wp) + 3adz Aw
= 3dA ANwy + 3adz Aw = 3adz N (wr + w)
= 6adz ANdz A (dt + o) = 0.

Campurile Killing hamiltoniene asociate 2-formei ¢ sunt: K; =
Jgrado = 2aJgradz si Ky = Jgradm = 2abJ grad z. Avem doua
cazuri, dupa cum constanta a este sau nu zero.

Daca a este zero, atunci ambele campuri sunt identic nule si formulele
(6.40)-(6.41), care ne dau structura locala, devin:

g = —bgs +w(z)dz* +w(z) 7 (dt + a)?,
w = —bwy + dz A (dt + «),

unde « este inchisa (deoarece da = aws, = 0) si astfel obtinem local un
produs Kéhler de suprafete Riemann (cazul (i)).

Daca a # 0, folosind libertatea de alegere pentru z, putem considera
a=1gb=0. Rezulta K; = 2Jgradz si Ky = 0, deci campurile
Killing asociate 2-formei hamiltoniene ¢ sunt dependente, dar nu am-
bele nule (cazul (ii)). O

6.2.3. Descrierea locala a suprafetelor Kahler slab autoduale pentru care
campurile Killing hamiltoniene Ky si Ky sunt liniar dependente. La fel
cum am procedat si in primul caz al clasificarii suprafetelor Kahler slab
autoduale, incepem prin a calcula curbura unei suprafete Kahler de tip
Calabi, care nu este local un produs Kéhler de suprafete Riemann si
dupa aceea, pe baza formulelor obtinute, stabilim forma particulara pe
care o iau (6.40)-(6.41) in cazul suprafetelor Kéhler extremale, biex-
tremale si slab autoduale.

Fie (M, g, J,w) o suprafata Kéhler de tip Calabi, care nu este local
un produs Kahler de suprafete Riemann. Conform Propozitiei 6.3,
putem considera a = 1, b = 0 si notand* w(z) = z/V(2), rezultd din
(6.40)-(6.41) ca structura Kéahler este data de:

z V(z)
54 — 422 7 2
(6.54) g zgg—i—v(z)dz + . (dt + a)?,
(6.55) w=zwy +dz A (dt + ).

Folosind acelagi argument ca pentru suprafetele ortotorice, rezulta
ca tensorul de curbura al unei suprafete de tip Calabi este complet de-
terminat de curbura scalara s a metricii g, de curbura scalara conforma
Kk a structurii hermitiene (g, I) si de partea fara urma po a formei Ricci
a structurii (g, J).

497 ceastd notatie 1si va gasi justificarea dupa ce stabilim forma particulara a
structurii Kéhler pe suprafetele Kahler de tip Calabi extremale, unde V va fi un
polinom.
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Lema 6.2. Fie (M,g,J,w) o suprafata Kihler de tip Calabi, care nu
este local produs Kdhler de suprafete Riemann si a carei structurd este
data de (6.54)-(6.55). Atunci py este un multiplu (v al formei Kdhler
wr a structurii hermitiene (g,I) si p, s, k sunt date de:

1 AN
(6.56) = <sz + (;)Zz ) :

)y Lzz
6.57 — = %
( ) s 6z

(6.58) K= 6% (Sz —2° (22 (;))) ;

unde sy, este curbura scalara a suprafetei riemanniene Y. In particular,
pe multimea deschisa a varietatii M unde p nu se anuleaza, structura
aproape complexa antiautoduala determinata de py este egala cu I.

Demonstratie. Forma Ricci este data de formula p = —%de log Zzg ,
unde vol, = %w A w si voly = dz A Jdx N\ dz A\ Jdz. Inlocuind in

aceasta formula structura complexa J gi forma w date de (6.54)-(6.55),
obtinem:

1
unde wy, = h(z,y)dz A dy, rezultand:

1 1 1
(6.59) p= —éd(]dlog h(z,y) — §delogV = py — §delogV.

Primul termen este: py = %Szwg, iar pe al doilea 1l calculam astfel:

dJdlogV =d (%m) —d <E(dt + a))
z

Ve 1 1
(6.60) = dz A\ (dt+a)+V, (;da - ;dz A (dt + oz))
Vee 1 1
=5, (w+wr)+V, (;wg - 2—22(w +w1)) :
de unde, inlocuind in (6.59) si folosind wy = 52X, obtinem:
1 V.. 1 1
p = 4—ZSE(W — LU[) — 4—Z(w —|—w1) — ‘/z <4—Z2(w — wl) — 4—22(w +CL)[))

1 V.\ 1
= —E (52 + (?)ZZ )w; + E(Sz — sz)w

Deoarece w; este antiautoduala, rezulta ca primul termen este py si
cum p = pp + 3sw, obtinem astfel formulele (6.56)-(6.57).
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Pentru a calcula curbura scalara conforma s a structurii hermitiene
(g,1), observam ci metrica conforma Kihler (g = 272g, I) este, con-
form Propozitiei 6.6, de asemenea de tip Calabi cu:

1 _ 1. V(2
z=- s V(2)=zV(=)=
~ i V)=V =2,
deoarece, introducand aceste notatii pentru z si V(2) in (6.40)-(6.41),
avem:

g=7Zgs + %dzz - @(dt +a)?,

0=z w; = —zwy —dz A (dt + a).
Pe suprafata Kéhler de tip Calabi (M, g = 272¢g, [, &0 = 2 2wy), curbura
scalara s este, conform (6.57), data de formula:

sy —Viz 2 V
(661) S ET = 6 (SE — 2’2 (22 (;) ) ) s

deoarece z; = (1), = —% = —z7, de unde rezulti:

(), () ().

Inlocuind (6.61) in formula curburii scalare conforme x a structurii
hermitiene (g, I) datd de (4.9): k = 2725, rezultd (6.58). O

Propozitia 6.7. Fie (M, g, J,w) o suprafata Kahler de tip Calabi, care
nu este local produs Kahler de suprafete Riemann si care admite campul
Killing K. Atunci, curbura scalara a metricii g este aplicatie moment
pentru un multiplu al lui K daca st numai daca gs, are curbura con-
stanta k si 'V este de forma:

(6.62) V(z2) = Ar2* + Ag2® 4 k2® 4 Asz + Ay,

Reciproc, orice suprafata Kdhler data de (6.54)-(6.55), cu V' de forma
(6.62), este extremala, cu forma Ricci: p = pwr + %Sw, unde:

As
. = —A
(6.63) i 12 + 5,2
(664) S = —2A12 - AQ.

De asemenea, curbura scalara conforma a structurii hermitiene (g, I)
este:

(6.65) K="

Rezulta:

(i) g are curbura scalara constantd daca si numai daca Ay = 0;
(i) este scalar-plata (i.e. antiautoduala) daca si numai daca Ay =
AQ = O,'
(iii) (g,J) este Kahler-Einstein daca si numai daca A; = Az = 0;
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(iv) g este slab autoduald dacd i numai daca Az = 0;

(v) g este autoduald dacd si numai daca Az = Ay = 0;

(vi) (g,J) este biextremala daca si numai daca g este slab autoduald;
(vii) g este Bach-plata daca $i numai daca 4A1 Ay — Az Az = 0.

Demonstratie. Curbura scalara s este aplicatie moment pentru un mul-
tiplu al campului Killing K = Jgrad z daca si numai daca s este o
functie afina de z. Pe de alta parte, din formula (6.57) avem:

6zs + V. = sy,

de unde rezulta ca ambii membrii ai ecuatiei sunt constanti (deoarece
sy nu depinde de variabila z, iar membrul stang depinde numai de z).
Rezulta atunci ca suprafata > are curbura constanta k, unde sy = 2k
si 6zs+V,, = 2k, deci, cum s este functie afina de z, V' rezulta polinom
de grad cel mult 4 cu termenul patratic k22, i.e. avem:

(6.66) V(z) = A1z* + A2 + k2 + Asz + Ay

Formulele (6.63)-(6.65) pentru y, s si x rezulta printr-un calcul direct
inlocuind in formulele date de Lema 6.2 forma data de (6.66) pentru
functia V si sy = 2k, astfel:

1 V., 9
M:_E Sy + ; ZZ

1 2k A
(6.67) _ L (% i 2 <4A1z cam e 2y _) )
4z z 22 ),
1 2A A
= —— 2k5+4A122—2k3— —3 = —Alz—i——s,
4z z 222

sy — V.. 2k— 124,22 — 6452 — 2k
6z 6z

(668) S = = —2A12 — AQ,

(6.69) :i(gk_z2(_142_%_3_143_4_&))
< z

62 22 23

1 6A; 124, As 244
S YD) s e Nt

62 ( z 22 > 22 23

Echivalentele (i)-(iii) si (v) rezulta imediat din formulele pe care le-
am obtinut:

(i) g are curbura scalara constanta s = —2A;z — Ay daca gi numai
daca A, = 0;

(ii) g este scalar-plata (ceea ce este echivalent cu faptul ca este
antiautoduald, deoarece conform (6.10) avem W+ = 25w @ w)
daca si numai daca s = —2A4,;2z — A, este identic nula, i.e.
A1 = A2 = 0,
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(iii) (g,J) este Kéhler-Einstein daca si numai dacd py = pwy este
identic nul, adica p = —A;z+ ;‘7% = 0, echivalent cu A; = A3 =
0;

(v) g este autoduala, i.e. W~ = 0, daca si numai daca K = 0
(conform formulei (6.11): W~ = 3kw;®qw;). Deoarece curbura
scalara conforma este data de formula: xk = —% — %, rezulta
echivalenta cu anularea constantelor Az si Ay.

Pentru (iv) folosim caracterizarea echivalenta a suprafetelor Kéahler
slab autoduale data de Propozitia 4.3: pe multimea deschisa unde
po = pwy nu se anuleaza (i.e. unde structura nu este Kéhler-Einstein),
suprafata (M, g, J,w) este slab autoduala daca si numai daca structura
aproape hermitiana (u~2g, I') este Kahler. Deoarece I este o structurd
complexa integrabila, aceasta conditie este echivalenta cu inchiderea
formei p~2w;. Calculam diferentiala acestei forme, folosind faptul
ca 2-forma z 2w este inchisd (dupd cum am vazut in demonstratia
Propozitiei 6.6):

d(p2wr) = d(Z*p 22 2wr) = d(2°u%) A 2 2wy,

deci, cum g este functie de z, rezultd ca pu 2w este inchisd daci si
numai daca (zu'), = 0. Inlocuind formula obtinuta pentru p: p =

—Ayz + 54732, aceasta conditie devine % (ﬁ) = % = 0, adica
A3 — 0

Aratam ca g este biextremala daca gi numai daca Az = 0, ceea ce
impreuna cu (iv) implica echivalenta (vi). Deoarece metrica g este
din ipoteza extremala, pentru a fi biextremala mai trebuie impusa
conditia ca pfaffianul p al formei Ricci normalizate p = %pwl + isw

sa fie potential de olomorfie. Folosind formula (4.12) rezulta ca p este
dat de:

12 1 |2:12 2

p=18—5|uw1 Z_LS M
1 Az 2
(6.70) = Z(—2A1Z — A2)2 — (—Alz + 2—232>

B 1 As 1 Ag
- (—%Z Tyt 2—) (—5A2 - 2—) 7

deci p este o functie rationala in variabila z. Conform Observatiei 2.1,
functia p este potential de olomorfie daca si numai daca campul vec-
torial J grad p = p/(z)J grad z este Killing si, deoarece stim ca J grad z
este Killing, aceasta conditie este echivalenta cu faptul ca p'(z) este
constanta, adica p este o functie afind de z. Din formula (6.70) aceasta
este adevarat daca si numai daca Az = 0.

Pentru (vii) observam ca tensorul Bach B este J-invariant, deoarece
suprafata Kéhler (M, g, J,w) este extremala (c¢f. Propozitia 2.6) si
atunci este determinat de 2-forma Bach antiautoduald asociati, B, pe
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care o calculim cu formula (2.10): B = (dJds)o + spo.
dJds = —2A;(dJdz) = —2Ad [@(dt + a)}

— 24, :d (M) At +a) + B }

V(z)
z z

z

22

w+w1+V(z)w—w1
2 z 2z ’

de unde, deoarece wy este J-invarianta, rezulta:

A
(dJds)y = —A, [BAlz + 240z + k— 2 — V(Z)l wr

22 22
A 2A

= A |:2A12 +A2Z__3__24:| Wwr.
z z

[ar pentru spy obtinem:

As
spo = spwy = (—2A12 — Ag) ( Az + —) wr

952
AlA _ AA
= (24222 - 22 4 44,2 - 2223wy
z 222
Adunand ultimile doua relatii avem:
~ 4A1Ay — A A
BI(deS)0+8p0: ! 42 5 2 3w1,
z

de unde rezulta (vii): B = 0 daca si numai daca 44A;A,— A A3 =0. O

Aceasta familie de metrici Kahler extremale din Propozitia 6.7 a
fost considerata in mai multe locuri. Include, in particular, metricile
Kéhler extremale de coomogenitate 1 sub actiunea lui U(2) constru-
ite de Calabi in [Cal82] (¢f. Anexa B); mai general, aratam ca toate
aceste metrici sunt de coomogenitate 1 sub actiunea (locala) a unui
grup Lie 4-dimensional, local izomorf cu o extindere centrala a grupu-
lui de izometrii al unei suprafete de curbura constanta k (pastram in
continuare notatiile introduse in Propozitia 6.7, astfel incat k este co-
eficientul termenului patratic al polinomului V). In articolul [ACG03]
aceste suprafete sunt numite suprafete Kdhler extremale de tip Calabi
i prezentam in continuare pe scurt cum pot fi ele realizate ca metrici
Bianchi diagonale de clasa IX, VIII si II, dupa cum constanta k este
pozitiva, negativa sau nula. Mai intai reamintim ce intelegem prin
metrici de coomogenitate 1 gi prin metrici Bianchi diagonale.

Definitia 6.4. O varietate riemanniana n-dimensionala (M, g) se nu-
meste (local) de coomogenitate 1 daca admite o actiune (locald) izo-
metrica a unui grup Lie, cu orbite (n — 1)-dimensionale.
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Observam ca o varietate (M, g) de coomogenitate 1 se scrie local ca
un produs: M = (t1,t5) x G/H, iar metrica g induce, pe fiecare orbita
{t} x G/H, o metrica h(t) stang invarianta, deci, printr-o schimbare a
parametrului ¢, poate fi scrisa astfel: g = dt? + h(t).

Definitia 6.5. Metricile Bianchi sunt metrici reale 4-dimensionale
cu un grup de izometrii 3-dimensional care actioneaza tranzitiv pe 3-
varietati.

O clasificare completa a acestor metrici a fost data de Bianchi® si
de obicei sunt scrise sub urmatoarea forma:

(6.71) g = (ABC)?*dt* + A%c] + B%03 + C*0o3,
unde A, B si C sunt functii pozitive diferentiabile in variabila ¢, iar o;
sunt 1-forme invariante care satisfac:
doy = nio9 A 03,
(6.72) dog = noo3 N\ o1 — aoy A 09,
dos = nso1 A\ 09 — aoq N\ 03,

unde n; € {—1,0,1} si a este o constantad. Pentru a = 0 se obtin
metricile Bianchi numite de tip A, iar pentru a # 0 se obtin cele de
tip B. In continuare avem nevoie de metricile Bianchi diagonale de tip
A, care sunt prezentate in Tabelul 1 impreuna cu grupul 3-dimensional
corespunzator.®!

Cu exceptia clasei VI, pentru A = B, toate aceste metrici mai admit
o simetrie (locala) care roteste planul {0y, 02}, obtinandu-se astfel aga-
numitele metrici Bianchi biaxiale.

Revenind la metricile Kéhler extremale date de formulele (6.54)-
(6.55), cu V de forma (6.62) §i gs de curburd constanta k, putem

50Luigi Bianchi a realizat un studiu metodic al simetriilor si claselor de izometrii
ale tuturor varietitilor riemanniene 3-dimensionale in articolul [B1898]. Pentru
fiecare dintre dimensiunile posibile ale orbitei: 1 gi 2 (actiuni netranzitive) si 3
(actiuni tranzitive) si pentru fiecare clasd de simetrie a actiunilor grupului, sunt date
expresii explicite ale metricii in coordonate canonice (locale). In cazul grupurilor
de izometrii simplu tranzitive 3-dimensionale, aceasta clasificare a metricilor prin
clase de simetrie coincide cu impartirea, in noua clase de izomofism, a grupurilor
de izometrii (aga-numitele clase sau tipuri Bianchi I-IX). Aceasta clasificare a fost
imbunétatita de teoreticianul cosmolog C.G. Behr (1968), care a observat o anumita
redundanta Intre clasele determinate de Bianchi, astfel incat aceste tipuri mai sunt
numite si Bianchi-Behr. Metricile Bianchi au fost utilizate in special de cosmologi
pentru realizarea modelelor de univers spatiale omogene (in sensul ci grupul Lie
3-dimensional actioneaza tranzitiv pe orbitele ”spatiale” 3-dimensionale).

SlReamintim pe scurt cine sunt grupurile Nil® gi Sol®. Grupul Nil®, numit si
grupul lui Heisenberg, este un grup Lie 3-dimensional nilpotent format din matrice
3 x 3 de forma (é le ?), unde z, y, z sunt numere reale si inmultirea este cea

obignuita de la matrice, fiind astfel un subgrup al lui GL(3,R). Grupul Sol® este
tot un grup Lie 3-dimensional, care este rezolubil si poate fi reprezentat de R3 cu
urmétoarea lege multiplicativa: (z,y, z)(a’,vy',2") = (x + e *2',y + ey, z + 2').
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TABELUL 1. Metricile Bianchi diagonale de tip A

clasa |ny ngo nga G
I 0 0 0 R3
11 0 0 1 Nil?
Vip | 1T -1 0] SoP
VI, [ 1 1 0] Isom(R?)
VIII| T 1 —1]SU(1,1)
IX | 1 1 1] SU(®

presupune, pana la omotetii, k = ¢, unde ¢ = 1,0 sau — 1. De aseme-
nea, notam dt + « = o3 §i introducem 1-formele t-dependente o, oo pe
Y astfel incat gs = 0% + 03, wy = 01 A 09 §i

(6.73) doy = o9 N o3, doy =co3 Noy, doz= o1 N os.
Substituind oy, 09, 03 in (6.54), obtinem:

z
V(z)
iar structura complexa este determinata de:
V(z)

1%
dz* + z(0? + 02) + iz>a§,

(6.74) g=

(675) JO’l = 09 Jdz =

03,

si forma Kéhler este:
(6.76) w=dzA\o3+ zoy N oy = d(z03).

Recunoagtem in formula (6.74), unde 1-formele o; satisfac relatiile
(6.73), forma metricilor Bianchi diagonale biaxiale de clasa IX, VIII sau
II, dupa cum € este egal cu 1, —1 sau 0. Acestea admit o actiune locala
de coomogenitate 1 a lui SU(2), daca e = 1, a lui SU(1,1) daca e = —1
sau a grupului Nil daca € = 0, iar orbitele sunt multimile de nivel ale
lui z. Pentru a ne convinge de aceasta, consideram tripletul de campuri
vectoriale (Z1, Zs, Z3 = K;), determinate de conditiile: 0;(Z;) = d;; si
dz(Z;) =0, i,j = 1,2,3, unde §;; este simbolul lui Kronecker. Atunci,
pentru fiecare valoare a lui z, campurile Z;, Z5, Z3 sunt tangente la or-
bita corespunzatoare M, (deoarece avem: 0 = dz(Z;) = g(grad z, Z;),
iar grad z este ortogonal pe multimile de nivel ale functiei z) gi aratam
in continuare ca genereaza o algebra Lie izomorfa cu su(2), su(1,1) sau
nil®, dupi cum ¢ este egal cu 1, —1 sau 0.
Pentru ¢ = 1, formulele (6.73) devin:

(6.77) doy = o9 Nog, doy =03 N0y, dos= o1 Ao

Din aceste relatii determinam comutatorii dintre campurile vectoriale
Zh, Zy §i Z3, folosind formula pentru derivata exterioara:

(do)(X,Y) = X(o(Y)) = Y(0(X)) = o([X,Y]),
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pentru orice 1-forma o si orice doua campuri vectoriale X, Y. Din
aceasta formula aplicata 1-formei oy si campurilor vectoriale Z;, Z
rezulta (folosind conditiile din definitia cAmpurilor vectoriale):

0= <0'2 A Ug)(Zl, ZQ) = (dO’l)(Zl, Zg)
= Z1(01(2%2)) — Za(01(Z1)) — 01([Z1, Z2]) = —o1([Z1, Z2)),
deci 01([Z1, Z3]) = 0 si analog calculam o9 ([Z1, Zs]) si 03([Z1, Z2)):
0= (O’g A 0'1)(Z1, ZQ) = (dO’Q)(Zl, Zg)
= Z1(02(22)) = Z2(02(21)) — 02([21, Z5]) = —02([21, Z5)),
1= (0’1 A JQ)(Zl, ZQ) = (dO’g)(Zl, ZQ)
= Z1(03(22)) — Za(03(Z1)) — 05([Z1, Z2]) = —03([ 21, Z2)).
Astfel Obginem: O'1<[Zl, ZQ]) = O, UQ([Zl, Z2D =0 §1 Ug([Zl, ZQ]) = —1,
iar din aceste trei relatii rezulta [Z;, Z5] = —Z5. La fel se calculeaza
si celelate crogete si se obtine: [Zy, Z3] = —Z4, [Z3, Z1) = —Z5. Aceste
reguli de comutare ne spun ca algebra Lie generata de 71,75 si Z3 se
identifica cu su(2). Procedand in acelasi fel pentru ¢ = —1 obtinem
su(1, 1), iar pentru € = 0 nil°.

Rezulta astfel ca fiecare orbita poate fi local identificata cu grupul
Lie corespunzator algebrei Lie respective si putem construi local un
tr~ip1et nou de cétmp}lri vectoriale independente (7, Zs, Z3) astfel incat
Zi, Z;] = 0sidz(Z;)) =0, 4,5 = 1,2,3 (pentru fiecare orbita, daca
(%1, 2, %3) este o baza de campuri vectoriale stang invariante, atunci
(Z3 , 22, ~Zg) este 0 bazd de campuri vectoriale drept invariante). Aratam
ca Zy, Zy st Z3 sunt campuri Killing fatd de metrica g. Consideram
campul vectorial Z; (pentru celelalte doua rezulta analog) si este su-
ficient sa verificam ca derivata Lie a metricii g de-a lungul campului

vectorial Z; se anuleaza pe o baza, iar pentru calcule este cel mai bine
sa alegem baza {Z;, Zy, Z3}. Folosind formula derivatei Lie, avem:

(L29)(X.Y) = Z1(9(X.Y)) = 9([Z1, X].Y) = 9(X, [Z1, V),

pentru orice doua campuri vectoriale X, Y. Lasand pe X si Y sa par-
curga baza {Z1, Za, Z3}, obtinem ca (L g)(X,Y’) se anuleaza pe toate
aceste combinatii posibile, deoarece crosetele din ultimii doi termeni
dispar (chiar din definitia sa, Z; comuti cu elementele din baza aleasi),
iar din formula (6.74) a metricii rezulta ca g(X,Y) este o functie care
depinde numai de z, astfel incat derivata in directia campului vectorial
7y se anuleazi: Z1(f(2)) = f'(2)dz(Z,) = 0.

Daca ¢ # 0, atunci K7, Z1, Zy, Zs genereaza o algebra Lie 4-
dimensionala, corespunzatoare actiunii lui U(2), pentru ¢ = 1, sau
a lui U(1,1), pentru e = —1. Daca ¢ = 0, atunci Z5 este un multiplu
constant de K (deoarece ambele sunt campuri Killing, care rezulta
coliniare din conditiile care le definesc), dar, pe de alta parte, se obtine
un nou camp vectorial Killing, K7, generat de rotatiile in jurul originii
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in 2-planul euclidian E? al lui z, y. Atunci Ky, Ki, Z1, Zs genereaza
o algebra Lie 4-dimensionala g, corespunzatoare unei actiuni locale a
unui grup G, obtinut din produsul semidirect®? dintre Nil si S pentru
actiunea naturald prin automorfisme a lui S* pe Nil. Centrul grupului
G = S'x Nil coincide cu centrul lui Nil, care este 1-dimensional si catul
lui G prin centrul sau este izomorf cu Isom(E?); cu alte cuvinte, G este
izomorf cu o extindere centrala® 1-dimensionald a grupului Isom(E?).

In particular, pentru suprafetele Kihler slab autoduale, din cele ob-
servate anterior si din Propozitia 6.7 obtinem urmatorul rezultat, care
ne da clasificarea acestor suprafete in cazul in care campurile Killing
asociate sunt dependente, dar nu identic nule:

Teorema 6.4. Fie (M,g,J,w) o suprafata Kdahler slab autoduala; s
curbura scalara si p pfaffianul formei Ricci normalizate; K1 = J grad s,
Ky = Jgradp campurile vectoriale Killing asociate si presupunem K
nicaieri nul $i Ko = bK1, unde b este o constanta reald (posibil zero).

(i) Atunci suprafata (M, g, J,w) admite o actiune locald de coomo-
genitate 1 a lui G = U(2),U(1,1) sau S* x Nil si este local izomorfd
cu o metrica Bianchi diagonala de clasa IX, VIII, respectiv I1.

Masi precis, daca o1, 09, 03 sunt 1-formele (locale) pe M induse de
aceasta actiune, corespunzatoare unui triplet de 1-forme G-invariante
pe G, astfel incat dos = o1 N\ 09, dog = €03 A\ 01, doy = 05 N\ 03, unde
e =1,—-1 sau 0, dupd cum G = U(2),U(1,1) sau S* x Nil; atunci
structura Kdhler (g,J) poate fi adusa la forma (6.74)-(6.75), unde z
este o functie afind de s si V(2) este de forma:

(6.78) V(z) = Ayt + Ay2® + 22 + Ay

(ii) Reciproc, orice suprafata Kdihler de forma (6.74)-(6.75), cu V
dat de (6.78) este slab autoduald.
(iii) Structura Kdhler este autoduald dacd si numai daca Ag = 0.

2Date doud grupuri H si N si o actiune a lui H pe N, adicd un homomorfism
0: H — Aut(N), produsul semidirect dintre H gi N, notat H Xy N (sau daci
actiunea datd de 6 este subinteleasd se poate scrie mai simplu H x N), este produsul
catezian H x N cu urmatoarea lege de compunere care defineste o structura de grup:
(h1,n1)(h2,n2) = (hihz,0(hz2)(n1)n2).

53Reamintim pe scurt ce este o extindere centrali. In general, spunem ca un grup
G este o extindere a unui grup N prin grupul @, daca exista M subgrup normal
in G, astfel incat M =2 N si G/M = @ (sau, echivalent, daca existd urmatorul gir
exact: 1 - N — G — @ — 1). Extinderea se numeste centrald daci imaginea lui
N este inclusa in centrul grupului G.
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ANEXA A. DESCOMPUNEREA TENSORULUI DE CURBURA

In aceastd anexd artdm ci tensorul de curburd al unei varietati rie-
manniene se descompune in mod natural in trei parti, reprezentate de
curbura scalara, partea fara urma a tensorului Ricci si tensorul Weyl
(in dimensiune > 4). Aceasta descompunere rezulta din faptul ca fi-
bratul caruia ii apartine tensorul de curbura (datorita simetriilor sale)
nu este ireductibil la actiunea grupului ortogonal, deci are o descom-
punere naturala in componente ireductibile.

In continuare (M, g) este o varietate riemanniani n-dimensionals, iar
pentru diferitele notiuni de curbura (R, Ric, scal) vom folosi conventjiile
anuntate in preliminarii, (2.4)-(2.6).

Prezentam pentru inceput proprietatile de simetrie ale tensorului de
curbura.

Propozitia A.1. Pe orice varietate riemanniand n-dimensionala, ten-
sorul de curbura R, vazut ca (0,4)-tensor satisface urmatoarele egalitati
algebrice:

(1) RIX,)Y,ZW)=—-R(Y,X,Z,W)=—-R(X,Y,W, Z),

(2) R(X,Y,Z,W)=R(Z, W, X,Y),

(3) Identitatea Bianchi algebrica:

R(X,Y,Z, W)+ R(Y,Z,X,W)+ R(Z X,Y,W) =0,

pentru orice campuri vectoriale X, Y, Z, W. In plus, R, vazut ca
(2,2)-tensor, satisface urmatoarea egalitate, numita identitatea Bianchi
diferentiala:

(VxR)(Y, Z) + (VyR)(Z,X) + (VzR)(X,Y) = 0.

Observatia A.1. Datorita simetriilor (1), rezulta ca R, vazut ca (2,2)-
tensor, este o aplicatie liniard de la A?2M la A2M definita prin formula:

G(R(X NY),Z AW) = R(X,Y, Z,1V),

pentru orice campuri vectoriale X, Y, Z, W. Egalitatea (2) inseamna
ca R este o aplicatie simetrica fata de structura euclidiana indusa pe
A%2M . Rezulta astfel ca tensorul de curbura R este o sectiune a fibrat-
ului S2A2M.

Pentru orice spatiu vectorial euclidian® n-dimensional (V,¢q), con-
sideram spatiul tensorilor care satisfac aceleasi identitati algebrice ca
si R intr-un punct. Vom da o descompunere a acestui spatiu, obtinand
astfel descompunerea tensorului de curbura al unei varietati rieman-
niene ca un caz particular.

5Este necesard considerarea unui produs scalar pe V', datorita faptului ca vrem
sa identificam diverse spatii tensoriale si pentru aceasta este nevoie de un izomorfism
canonic intre V' gi dualul sau, dupa cum am observat la inceputul Sectiunii 2.
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Definitia A.1. Un tensor 7" de tip (0,4) pe V se numeste tensor alge-
bric de curbura daca satisface identitatile (1)-(3) din Propozitia A.1.
Notam spatiul tensorilor algebrici C(V).

Am vazut in Observatia A.1 ca un tensor 7' are simetriile (1) si (2)
daca si numai daca T apartine spatiului S2A%V. Pentru a da o descriere
a spatiului C(V'), consideram urmatoarea aplicatie, cu ajutorul careia
putem da o caracterizare a conditiei (3) (identitatea Bianchi algebrica).

Definitia A.2. Aplicatia Bianchi, notata b, este endomorfismul spa-
tiului ®*V, definit astfel:
1

b(R)(z,y,z,w) = 3 (R(z,y,z,w) + R(y, z,z,w) + R(z,x,y,w)),
pentru orice R din ®*V si x, y, z, w din V*.

Din definitie rezulta ca aplicatia b este G L(V')-echivarianta, idempo-
tenta: b? = b si invariaza spatiul S?A?V. Considerand restrictia lui b
la S2A2V, obtinem urméatoarea descompunere G L(V )-echivarianti:

S?A*V = Kerb & Imb.

Folosind aplicatia Bianchi rezulta urmatoarea descriere a spatiului ten-
sorilor algebrici de curbura:

C(V) = Kerb C S?A*V.

In continuare introducem pentru tensorii algebrici de curbura notiunile
corespunzatoare curburii Ricci gi scalare si aratam cum C(V') se descom-
pune ca O(q)-modul.

Definitia A.3. Contracfia Ricci este urméatoarea aplicatie O(q)-inva-
rianta:

C: SQAQV_)SQM C(R)(‘Tay) :tTR($a'7y7')a
pentru orice R in S2A?V i orice z, y in V*.

Reciproc, exista un mod canonic de a construi un element al lui
S2A%V din doua elemente ale lui S?V.

Definitia A.4. Produsul Kulkarni-Nomizu a doi tensori simetrici h, k
din SV este 4-tensorul h Nk definit astfel:

(h k) (x,y, z,w) = h(z, 2)k(y,w) + h(y, w)k(z, z)
A — b w)k(y, 2) — hy, 2)k(z,w),

pentru orice x, y, z, w din V*.

Observatia A.2. Din (A.1) rezulta urmatoarele proprietati:

(1) h@k € C(V),
(2) h®k =k ®h,
(3) (h+ 1) Pk = h Qk + W Dk,



80
(4) ¢ Dgq este de doud ori identitatea® lui A%V

Teorema A.l. Daca n > 4, spatiul C(V) are urmdatoarea descom-
punere in subspatii ireductibile, ca O(q)-modul:

(A.2) CV)=UV)d Z(V)eW(V),
unde:
UWV) =RqBq,
Z(V)=q@(S;V),
W)= Ker(c|C(V)) = Kercn Kerb.

Demonstratie. Existenta acestei descompuneri rezulta din faptul ca
pentru n > 2 aplicatia:

gD: S’V —=C(V), kr— gDk,

este injectiva si adjunctul ei este restrictia la C(V') a contractiei Ricci.
Atunci se obtine:

C(V) = Ker(c|C(V)) ® Im (¢ ®),

de unde rezulta descompunerea (A.2), deoarece avem: S*V = Rq @
S2V, unde am notat cu SgV subspatiul 2-tensorilor simetrici fara urma.
Mai dificila este demonstratia ireductibilitatii subspatiului W(V'), care
rezulta din argumente ale teoriei invariantilor, folosind faptul ca spatiul
vectorial al formelor patratice O(g)-invariante pe C(V') este 3-dimensi-
onal (o demonstratie este data in [Be81|, Exposé IX). O

Definitia A.5. Spatiul W(V') se numeste spatiul tensorilor Weyl si
pentru orice tensor de curbura 7" notam W(7T) componenta sa din
W(V), care se numeste partea Weyl a lui T

Putem calcula W (T) explicit, folosind contractia Ricci si urma. Pen-
tru orice k din S?V are loc:

(g Dk) = (n—2)k + (trk)q.

Astfel, daca notam Ric(T) := ¢(T) si scal(T) := tr Ric(T'), obtinem
formula®®:

(A3  T-= S“Z(T))q@w Rico(T) B + W(T),

C2n(n—1 n—2

. not. . (T
unde Ricy(T) = Ric(T) — %()q.
Revenim acum la tensorul de curbura R al unei varietati riemanniene

(M, g). Pentru fiecare punct = al lui M, R, apartine spatiului C(V'),

P5Prin identificarea: End(A%V) = @2A2V.
56Tntr-un anumit sens W (T) apare ca un rest la ,impértirea” succesivd prin g.
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unde V' = T¥M cu produsul scalar ¢ = g,. Astfel, obtinem descom-

punerea tensorului de curbura ca o consecinta a formulei (A.3) (folosind

notatiile introduse, au loc egalitatile: Ric = Ric(R), scal = scal(R)):
scal

1 .
(A.4) R = mg @g + mRZCO @g + W.

v not. . .. . .
Daca h = Qns(flafl) g+ ﬁcho este tensorul Ricci mormalizat, atunci

descompunerea (A.4) devine:
(A.5) R=h®g+W.

Definitia A.6. Tensorul Weyl W al unei varietati riemanniene n-
dimensionale, cu n > 4 este partea Weyl a tensorului de curbura R
si este dat de formula (A.4) sau (A.5).

Observatia A.3. Tensorul Weyl al unei varietati riemanniene n-dimen-
sionale (M, g) este identic nul daca n < 4, iar descompunerea lui R
este mai simpla:

n=2: R= %‘dg Dy si scal = 2k, unde k este curbura Gauss.
n=3: R= %g@gjLRico@g.

Observatia A.4. Tensorul Weyl W, vazut ca (1, 3)-tensor, depinde nu-
mai de structura conforma definitd de metrica g: W9 = W79, pentru
orice functie pozitiv definita f. In particular, pentru n > 4, rezulta
echivalenta:

W =0 <= (M, g) este conform plata.

Observatia A.5. Folosind pentru V' = T M notatiile din descompune-
rea (A.2), se obtin urmatoarele echivalente pentru tensorul de curbura
R:

e Rell <= R = Zns(fﬁl)g@g

<= (M, g) are curbura sectionala constanta egala cu
e ReUDW <= Ricy =0 <= (M, g) este Einstein;
e ReUDZ <= W =0<«= (M,g) (n > 4) este conform plata.

scal .
n(n—1)’

Observatia A.6. Daca varietatea (M, g) este orientata, atunci exista
o actiune a grupului special ortogonal, SO(n), si se pune intrebarea
daca descompunerea (A.2) (pentru (V,q) spatiu euclidian orientat)
ramane ireductibild. S-a demonstrat®” ca aceastd descompunere este
ireductibild si sub actiunea lui SO(q) pentru n # 4%,

In dimensiune 4, descompunerea spatiului C(V') ca SO(4)-modul este
urmatoarea:

CV)=UV)+ZV)+WT(V)+ W (V),

5"De exemplu in [Be81], Exposé IX.
58 Aceasta are legiturd cu faptul cd algebra Lie s0(4) nu este simpla.
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unde W*(V) g So(ATV), iar ATV sunt subspatiile proprii ale ope-
ratorului Hodge * (c¢f. Definitia 2.1), corespunzatoare valorilor proprii
+1, care ne dau descompunerea (3.1): A2V = ATV @ A~V.

Astfel, pentru varietatile riemanniene 4-dimensionale orientate, se
obtine, in plus, o descompunere a tensorului Weyl W in doua compo-
nente: W si W™, numite partea autoduala, respectiv antiautoduala.
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ANEXA B. METRICI KAHLER EXTREMALE

In aceastd anexi definim metricile Kéhler extremale aga cum au fost
ele introduse initial de E. Calabi® si aratam ca sunt caracterizate de
proprietatea urmatoare: curbura scalara, scal, este potential de olo-
morfie, justificand in acest fel Definitia 5.1. De asemenea, prezentam
un exemplu de metrica Kahler extremala care nu are curbura scalara
constanta si anume constructia lui Calabi® pe prima suprafata Hirze-
bruch.

Fie (M, J) o varietate complexa compacta de dimensiune reala 2m si
Q un element fixat al spatiului de Rham H3,(M.R) al lui M. Notam cu
Mg multimea tuturor metricilor Kéhler (g, J,w), a caror forma Kéhler
w apartine lui 2. Presupunem ca € este o clasa Kahler, adica multimea
Mg este nevida gi , in continuare, vom considera elemente ale lui Mgq
fie metricile Kéhler g, fie formele lor fundamentale w. Atunci Mgq este
o varietate Fréchet® de dimensiune infinitd. Mai precis, din Lema®
dd® rezulta ca pentru orice doua elemente wy si w exista o functie reala
¢ unic determinata pana la o constanta aditiva, astfel incat sa aiba loc:

w = wq + dd¢p.

Cu alte cuvinte, pentru orice alegere a unui punct baza wy, Mg se
identifica cu submultimea lui C*>°(M, R)/R formata din clasele [¢] pen-
tru care forma wy + dd¢ este pozitiv definita (aici, [¢] este clasa lui ¢
modulo o constanta aditiva).

59Eugenio Calabi a introdus metricile Kéhler extremale in 1954 cu scopul de a
largi clasa metricilor Kéhler-Einstein, deoarece exista varietati a caror clasa Chern
este pozitiva si care nu admit nici o metrica Kahler-Einstein. Din pacate, existenta
unei metrici Kahler extremale pe o varietate complexa compacta impune anumite
restrictii asupra grupului de automorfisme: daca nu este discret, trebuie sa conting
un subgrup compact conex netrivial, existand astfel varietati care nu admit nici o
metrici extremald (un exemplu se obtine prin eclatarea lui CP! x CP! in punctele
(0,00), (1,00), (0,1), (00, 00), varietate pentru care componenta identitatii a grupu-
lui de automorfisme este grupul aditiv C).

60Tn articolul [Cal82], Calabi construiegte exemple de varietiati complexe com-
pacte care admit metrici Kéhler extremale a caror curbura scalara nu este con-
stanta. Varietatile considerate sunt fibrari complexe in drepte proiective peste
spatiul proiectiv complex (n — 1)-dimensional, CP" "1, i se arata ci exist& o unica
metrica Kahler extremald in fiecare clasd de coomologie de Rham a unei metrici
Kéhler. Pentru n = 2 se obtin exemple de astfel de metrici (Kéhler extremale de
curbura scalara neconstanta) pe suprafetele Hirzebruch Fy.

610 varietate Fréchet se defineste la fel ca o varietate diferentiabild de dimensiune
n, Inlocuind conditia ca local sa fie spatiul euclidian R™ cu aceea ca local sa fie
spatiu Fréchet. Un spatiu vectorial V inzestrat cu o metrica completa si invarianta
la translatii se numegte Fréchet daca topologia indusa de metrica este local convexa.

62A ceastd lema, care mai este numita si lema 90 datorita egalitatii dd® = 2i00,
este un analog pe varietati complexe al Lemei lui Poincaré si este demonstrata de
exemplu in [Be87], 2.110.
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Pentru orice g din Mg, spatiul tangent 7, Mg, se identifica atunci cu
spatiul 2-formelor exacte J-invariante si prin operatorul dd® obtinem
urmatoarea identificare:

(B.1) T,Mq = C*(M,R)/R = C% (M, R),

unde C*°(M,R) este spatiul functiilor reale diferentiabile pe M, R
spatiul functiilor reale constante si Cg< (M, R) spatiul functiilor reale
f pe M cu proprietatea:

(B.2) / fvoly =0.
M
Astfel, un camp vectorial pe Mg poate fi vazut ca o asociere:
g€ Mg — f, € Cg,(M,R).

Grupul Auty(M), componenta identitatii a grupului Lie complex de
automorfisme ale structurii complexe J, actioneaza trivial pe HizM,
deci invariaza €2 si actioneaza pe Mg: pentru orice v din Auty(M) si
orice w din Mg, avem: 7 -w = (v })*w. Actiunea infinitezimald pe
Mg a unui element X din algebra Lie a grupului Auty(M), formata din
campurile vectoriale reale olomorfe (LxJ = 0), este campul vectorial
X definit de:

(B.3) g —Lxw=—d(X_w)=—ddf,

unde pentru prima egalitate am folosit formula lui Cartan (cf. (2.3)):
Lxw = X dw+d(X w), iar fX este potentialul real al lui X fatd de g,
definit de urméatoarea descompunere®®, care exista si este unica pentru
orice camp real olomorf X (LxJ = 0) pe o varietate Ké&hler compacta:

X =Xy +grad f + Jgrad h,

unde X g este dualul unei 1-forme armonice &g si f, h sunt functii reale
normalizate: [ o fvoly = | a hvoly = 0; f se numeste potentialul real,
iar F' := f + 1h potentialul complex al campului vectorial X. Prin
identificarea T,Mgq = Cg%, (M, R), X este campul vectorial X'g = —fx.
Ultima egalitate din (B.3) rezulta astfel:

d(Xw) =d((Xy + grad f + J grad h)_w)
=d(Jéy + Jdf —dh) = Jd°€g + dd°f = dd° f,

deoarece &y este forma armonica, ceea ce, pe o varietate Kéhler com-
pacta, implica d°¢g = 0.

63 A ceastii descompunere este o consecintii directd a descompunerii Hodge a
spatiului k-formelor pe o varietate Kihler compactd M: QM = H*(M,C) @
SQFIM @ dQF~' M (unde H* (M, C) este spatiul k-formelor complexe armonice pe
M, adica din nucleul operatorului Laplace: H*(M,C) = {w € Q*M | Aw = 0}) si
care este demonstratd de exemplu in [M04], Lema 13.2.
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Definitia B.1. Fie (M, J) o varietate complexa compacta, pe care
fixam o clasd de coomologie Q € HZ,(M,R). Functionala Calabi, C,
este functia reala definita pe Mg astfel:

(B.4) C(g):/ scal? voly.
M

Definitia B.2. O metrica Kéahler pe varietatea compacta complexa M
se numeste extremala daca este punct critic al functionalei Calabi C'
pe spatiul corespunzator Mqg.

Observatia B.1. Folosind descompunerea tensorului de curbura (cf.
Anexa A) in cazul unei varietati Kéhler, se obtin formulele urmatoare,
numite formulele lui Apte%:

’ 2

1 scal?
(B.5) /M QAT = 4m? M( am? m(‘vio— 1))Wm7
(B.6) 2 2 K|2
/M NI = 871rQ /M(4mi:§l+ 0 (m —21|)p(07|n n 2)+m|(21/—| 7)™
unde = [w] este clasa de Rham a formei w §i ¢;,co sunt prima si

a doua clasd Chern a varietatii complexe (M,J), din H3,(M,R) si
respectiv Hjp(M,R), iar in membrul stang al formulelor se integreaza
folosind un reprezentant al claselor respective, deoarece rezultatul nu
depinde de aceste alegeri.

Din formulele lui Apte rezulta ca obtinem aceleasi puncte critice
inlocuind functionala Calabi C' cu oricare dintre urmatoarele functio-
nale pe Mg, pentru € fixata:

gr—>/ |R|? vol,, ,g»—>/ |Ric|” vol, saugr—>/ ‘VV’C|2 vol,.
M M M

Observatia B.2. In [Cal82] sunt date estimari pentru marginile infe-
rioare ale functionalelor C, g +— [, |R|* vol, si g — [, |Ric| vol,

definite pe Mg, unde clasa Q = [w] este fixatd. Pentru functionala
Calabi C, a carei margine inferioara o notam Cj, avem:

S*(9)
(B?) C(O Z )

Vi(g)

640 demonstratie a formulelor lui Apte si o prezentare a claselor Chern sunt date
in [Be87], Capitolul 2. In aceste formule, WX este tensorul Bochner, care se de-
finegte ca fiind partea tensorului de curburd R din intersectia W(2m) UK (m), unde
W(2m) este spatiul tensorilor Weyl de pe varietatea riemanniana 2m-dimensionald
(M, g), iar K(m) este spatiul tensorilor de curbura kahlerieni, definit ca nucleul
restrictiei aplicatiei Bianchi (cf. Definitia A.2) la spatiul S2AY! M caruia i apartine
R, datorita simetriilor pe care le are pe o varietate Kéhler.
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unde V'(g) este volumul total al varietatii compacte M fata de metrica
g si care este constant pe Mgq: V(g) "y, datoritd egalititii:

1 m
V(g) .—/Mvolg—/Mﬁw ,

iar S este functionala urmatoare: S(g) = [,, scal, vol,, care este con-
stantd pe Mg, deoarece folosind identitatea algebrica®:
pAw™ = LA(p)w™ si scaly = try(Ric) = 2tr,(p) = 2A(p) avem:

2 m o 2 m—1
S(g)—/Mscalgvolg—m/MA(p)w —(m_l)!/Mp/\w :

iar %p este un reprezentant al primei clase Chern®, deci clasa de
coomologie a formei Ricci p nu depinde decat de structura complexa a
varietatii M, rezultand astfel ca functionala S este constanta pe Mg:
S(g) = 5.

Estimarea (B.7) pentru marginea inferioara a functionalei Calabi se
obtine din inegalitatea Cauchy-Schwarz astfel:

2
C(9)V(9) :/ scalg volg-/ vol, > (/ scalgvolg> = 5%(g).
M M M

v v 2 . o v . . o v
Observam ca valoarea 57 este atinsa daca gi numai daca exista o

metrica Kahler g € Mg de curbura scalara constanta: scal, = const..
Conform Teoremei Matsushima-Lichnérowicz®’, varietatile Kihler com-
pacte al caror grup de transformari olomorfe nu este reductiv®®, nu ad-

mit metrici Kahler de curbura scalara constanta, deci pe aceste varietati

. e .o og2 . . . .
marginea inferioara SV nu este atinsa de functionala Calabi pentru nici

o metrica din nici o clasa de coomologie.

In continuare calculim prima derivata a functionalei Calabi pentru
a demonstra ca o metrica g este extremala dacd si numai daca scal,
este potential de olomorfie.

Dupa cum am observat, un vector tangent in punctul g la Mg se
identifica in mod natural cu o functie reala ¢ pe M care satisface

650peratorul algebric real A actioneaza pe forme si este adjunctul operatorului
L care reprezinta produsul exterior cu forma Kéhler w (¢f. Definitia 2.5).

66Faptul c& prima clasi Chern a unei varietiti Kahler compacte este reprezentati
de un multiplu al formei Ricci gi anume ¢; = [% p} este demonstrat de exemplu
in [Be87], Capitolul 2 sau in [M04], Partea 4. Reciproca acestui fapt este faimoasa
conjectura a lui Calabi, demonstrata de Yau: pe o varietate Kéhler compacta cu
forma Kéahler w gi forma Ricci p, pentru orice (1, 1)-formé reala inchisa p; din clasa
de coomologie 27cy (M) existd o unicd metricd Kéhler cu forma fundamentald wq
in aceeagi clasa de coomologie cu w si a carei forma Ricci este p;.

670 demonstratie a acestei teoreme este dat in articolul [L57].

68Grupul de trasforméri olomorfe ale lui M este reductiv daci si numai daci
algebra Lie h a campurilor olomorfe este reductivda. O algebra Lie g se numeste
reductiva daca reprezentarea ei adjuncta este semisimpla, ceea ce este echivalent cu

faptul ca g este suma directa dintre centrul sau si o algebra semisimpla.
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conditia de normare: f o @voly = 0. Variatia corespunzatoare a formei
w este:

W = dd°¢p.
Variatiile corespunzatoare ale elementelor care apar in expresia func-
tionalei Calabi sunt calculate in urmatoarea lema:

Lema B.1. Pentru orice variatie w = dd°¢ a metricii g in Mg, prima
variatie a formet volum vol,, a formei Ricci si a curburit scalare scal,
sunt date de formulele:

(B.8) vol, = —A¢vol,,
(B.9) p= %ddCAd},
(B.10) scaly = —A%p — 2(dd°¢, p).

Demonstratie. Pornind de la formula formei volum a lui M in functie
de forma Kahler w: vol; = £, obtinem (B.8) astfel:

1 . m—1 c wm™!
mw Nw =dd ¢ A\

(m—1)!
= (dd°), w)vol, = —Advol,.

voly =

Pentru a doua egalitate am folosit faptul ca xw = (‘;’nm—;;!, de unde, din
definitia operatorului Hodge x (cf. Definitia 2.1), rezulta:

wm—l

(B.11) a A m 1) =a A (xw) = (o, w)vol,
pentru orice 2-formd «, deci, in particular, pentru a = dd°¢. Ultima
egalitate rezulta din formula operatorului Laplace pe varietati Kahler
data de (2.8) : Af = —(dd°f,w), pentru orice functie f.

Pentru (B.9) utilizam scrierea locala a formei Ricci p a unei varietati
Kahler:

1 vol
P =toe —=ddlog—2,
2 voly
unde voly este forma volum a metricii Kéhler plate, determinata de
orice alegere a unui sistem local de coordonate olomorfe. Astfel, folosind

si (B.8), obtinem:

)= ——dd°—2 . —> = Zdd°A¢.
P 2 woly wol, 2 ¢

1 vblg volg 1

Determinam variatia curburii scalare pornind de la identitatea urma-
toare:

1
(B.12) %scalg W =pAwm™
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care se obtine din (B.11) astfel:

m

1
p AWt = (m—1)Yp,w)vol, = —tr,(p)w
m
= %trg(Ric) wh = %scalg w™.
Din (B.12) obtinem:

1 - 1
(B.13) %scalgwm+§scalgw/\wm_l = pAW" T+ (m—1)pAwAW™ 2,

Inlocuind & = dd°¢ si p = Ldd°A¢ in (B.13), avem:
(B.14)

1 . . . .
—scal w"+scal, dd°pAw™ ! = dd°AGAD" T +2(m—1)pAdd pAw™ 2.
m

Aplicand urmatoarele formule, care sunt adevarate pentru orice 2-
forme a, ay:
ma Aw™ ! = (o, w)w™,

™2 — (tr, (o )try, (a2) — {ay, ag))w™,
pentru o = ddcé, o= ddCAgz.S sty =p, g = ddcé, obtinem relatiile:

mdd®é A w™ ™t = (dd°6, wyw™, mdd°Ap Aw™ Tt = <dd0Agb, wyw™,

m(m —1)og A ag Aw

m(m — )p Add°p Aw™? = (tr(p)tro,(dd°d) — (p, dd°d))w™,

pe care le inlocuim in (B.14) si rezulta:
scaly + scaly(dd°d, w) = (dd°Ad,w) + 2tr,(p)tr,(dd°d) — 2(p, dd°p),

de unde, tindnd cont de relatia: (dd°¢,w) = (w,w) = 0 (deoarece
(w,w) =m = const.), rezulta ca al doilea termen din membrul stang si
cel din mijloc din membrul drept se anuleaza (trw(ddcé) = (ddcé, w) =
0), iar aplicand formula operatorului Laplace pe varietati Kahler (2.8),
primul termen din membrul drept devine: <dd‘3A¢, w) = — A2, deci
obtinem (B.10). O

Din lema precedenta putem deduce acum calculul primei derivate a

lui C.

Propozitia B.1. Prima derivata C' a functionalei Calabi, de-a lungul
oricarei varialii w = dd°¢ a metricii g in Mq, este data de:

(B.15) C = —4(h, 66V~ d scaly).

Demonstratie. Reamintim ca pentru orice 1-forma «, derivata covari-
anta Vo se descompune intr-o parte J-invarianta, notata V*a, si una
J-antiinvarianta, notata V~« astfel incat avem:

VEa(X,Y) = %(Voz(X, Y) + Va(JX, JY)).
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Utilizand (B.8) si (B.10), obtinem:

C = /M [(QScalgséalg) voly + scal] vol,,
:/ (2scalyscal, — scale@ vol,
M
— /M(—ZscalgAzgzg — 4scalg<ddcé, p) — scal?A{b) vol,

= —4/ (scal 66V ~dg) vol,
M
= —4(60V " d scal, §).

Pentru a obtine penultima egalitate am folosit urmatoarea formula® a
operatorului 66V~ actionand pe 1-forme:

1 1
IOV o = §A6a — (d°a, p) + 5(04, d scaly),
pentru a = dg:

56V~ dp = %Aédé — (ddo, p) + =(d, d scal,,)

N =

do,d scaly),

—~

1 . . 1
= S0+ (dd°d, p) + 5

iar prin integrarea ultimului termen obtinem:

/(dé,dscalg>volg:/ (5d<;3,scalg>volg:/ scalyAdvol,.
M M M

Ultima egalitate rezulta din faptul ca operatorul 60V ~d este autoad-
junct. U

Consecinta imediata a acestei propozitii este echivalenta urmatoare,
pe care ne-am propus sa o demonstram in aceasta anexa, pentru a
justifica Definitia 5.1:

Propozitia B.2. O metrica Kahler g pe o varietate complexa compacta
(M, J) este extremala daca i numai daca curbura ei scalard, scaly, este
potential de olomorfie.

Demonstratie. Din Propozitia B.1, rezulta ca o metrica Kahler g este
extremald, adica punct critic in Mg, daca si numai daca produsul
scalar global (¢,00V~d scal,) se anuleaza pentru orice variatie a lui g:
w = dd¢¢. Aceastd conditie este echivalentd cu V—d scal, = 0, care
inseamna ca 1-forma d scal, este J-invarianta, sau, echivalent, campul
vectorial dual, care este gradientul curburii scalare, invariaza structura

69A ceastsi formulii este demonstrats in [G02], unde se aratd, de asemenea, ci
operatorul 66V~ d este un operator diferential de ordin 4, autoadjunct, semipozitiv,
care actioneaza pe functii reale.
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complexa J: Lgradsca,J = 0, adica scal, este potential de olomorfie
(cf. Definitia 2.11). O

Prezentam in continuare unul dintre exemplele de metrici Kéahler
extremale de curbura scalara neconstanta construite de Calabi pe Fj.
Prima suprafati Hirzebruch™ F} poate fi definiti printr-o scufundare
in CP? x CP!:
Fy = {(z,y) € CP? x CP"| x1ys — woy; = 0},

unde x = (x1, 22, x3) $i y = (y1, y2) sunt sisteme de coodonate omogene
pe CP? si CP!. Considerand restrictia la F} a proiectiei pe al doilea
factor, pe care o notdm p, (Fy, p, CP') este un fibrat in drepte proiec-
tive, trivial pe deschigii U; definiti de conditia y; # 0, iar functia de
tranzitie fio: UyNUy; — PGL(2, C) este definita de aplicatia proiectiva:

fl2(y)(ul>u2) = (%U17u2)7
(At

ceea ce ne arati ca acest fibrat este completatul proiectiv’* al fibratului
vectorial (C2, p, CP'), obtinand astfel o definitie geometricd a lui F},
ca spatiu total al acestui fibrat.

Suprafata complexa Fj poate fi obtinuta si din fibratul tautologic
peste CP! prin compactificarea fiecarei fibre adaugandu-i punctul de
la infinit. Deoarece fibratul tautologic se identifica in mod natural cu
C? fara un punct, F} poate fi viizuta si ca suprafata complexa obtinuta
din CP? prin eclatarea acestui punct.

Fie Sy sectiunea zero si S, sectiunea infinit a lui F;. Ambele sunt
curbe complexe izomorfe cu CP! si multimea deschisa U figya 1 —(SoU
S.o) se identifici in mod natural cu C? — {(0,0)}.

Metrica Kahler construita de Calabi are grupul de simetrie U(2). Mai
precis, este definita pe multimea deschisa U de un potential Kahler care
depinde numai de norma uzuald pe U = C? — {(0,0)}.

Scriem potentialul Kéahler ca o functie reald u de ¢, unde e’ este
patratul normei uzuale din C%. Atunci forma Kihler este data de:

1
w= decu’

iar metrica Kahler corespunzatoare, g, este descrisa in continuare.
Fiecare punct z din C* — {(0,0)} determina o dreapta complexa I,
si cea ortogonald I relativ la structura hermitiana obignuita. Spatiul
tangent in z la C? — {(0,0)} se descompune in suma directa: I, @ I+
Atunci, norma la patrat indusd de metrica g pe I, respectiv [ este
egald cu u”, respectiv v si [, - sunt ortogonale in raport cu g. In
particular, rezulta ca primele doua derivate ale functiei u trebuie sa fie

700 prezentare detaliatd a suprafetelor Hirzebruch Fj, este datd in [Be81], Exposé
V.

[ Completatul proiectiv al unui fibrat vectorial E este fibratul in spatii proiective
asociat sumei Whitney dintre F si fibratul trivial de rang 1.
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pozitive pentru —oo < t < oco. Vrem sa extindem aceasta metrica pe
So §1 Seo. Observam ca metrica g se poate extinde la Sy (respectiv la
Ss) daca si numai daca u/(t) si u”e’ (respectiv u”e™") au ambele limita
strict pozitiva si , in plus, metrica este C'™ pentru t = —oo (respectiv
t = +00) daca gi numai daca u’ si u”e’ (respectiv u”e”") sunt C*°.

Notam limitele astfel: tlim u'(t) = a, tlim uw'(t) = b. Deoarece u”
——00 —00

este strict pozitiva rezulta ca functia v’ este monoton crescatoare, deci
a < b. Un rezultat demonstrat in [Be81|, Exposé IV, ne asigura ca .Sy
i So formeaza o baza a lui H?(F|,Z), deci a si b determini clasa de
coomologie a formei Kahler w.

Pe multimea deschisa U, forma volum a metricii g, vol
de:

(B.16) vol, = u'u"e”*voly,

g, este datd

unde voly este forma volum a metricii plate (asociate potentialului
Kéahler u(t) = €'). Pentru orice functie w pe U care depinde numai

de t are loc:
/

2
Y x

)
u//

(B.17) gradw =

unde X este campul vectorial tautologic pe C* — {(0,0)} care asociaza
fiecarui punct pe el nsusi, vazut ca vector tangent. Atunci:

/ "
Aw = —4 (ﬂl + w—,,) .
uoou
Folosind (B.16) rezulta ca forma Ricci este data de:

1
(B.18) p = §ddcv,

unde v este urmatoarea functie:
v(t) = 2t —logu'(t) — log u”(t).
Astfel, din (B.18) rezulta urmatoarea formula pentru curbura scalara:
,U/ ,U//
scal:—Av:4(—/+7).
uu

Conform Propozitiei B.2, metrica g este extremala daca si numai daca
campul vectorial grad scal este olomorf, i.e. LgadscarJ = 0. Deoarece

X este olomorf pe U, rezulta din (B.17) ca g este extremala daca si
scal’

este constanta, sau, echivalent:

scal = ap + f3,

numai daca functia

. . not. N o .
unde « si § sunt constante reale si ¢» = u'. Integrand de doua ori

ultima ecuatie obtinem:

/__i 4_i 3_1 ¢ not.
Y = oyt = Y — 17— 8 P(Y)
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unde v si 6 sunt constante reale. Constantele sunt determinate de
conditiile asimptotice de mai sus, impuse astfel incat potentialul Kahler
sa poata fi extins la Sy i So. In functie de polinomul P, aceste conditii
sunt:

e P(a) =0, P(b) =0, P()) >0 pentru a < ¢ < b,

e catul % este egal cu a pentru ¥ = a si Igf—fg este egal cu b
pentru ¢ = b.

Obtinem in acest fel:
, (= a)(b— )20 + (1 — 20°)0 + 2a)
Y= (b — a)(a? + b2 + 4ab) !
deci exista o unica metrica Kéhler extremala cu grupul de simetrie U(2)

pe F} in fiecare clasa Kéhler. Constantele « si 3 sunt date de formulele
urmatoare:

96a g 24(b* — 3a?)
(b—a)(a? + b2 + 4ab)’ ~ (b—a)(a? + b2 + 4ab)’
Se observa ca metricile astfel obtinute nu pot avea curbura scalara

constanta, deoarece scal’ = a1, unde «, conform (B.19), este nenula
(a > 0) si ¢ = u” este strict pozitiva pentru —oo < t < o0.

(B.19) a=




[AbOS]
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